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Vorwort. 



Der vorliegende „Elemente der darstellenden Geo- 
metrie" betitelte Band macht es sich zur Aufgabe, dein 
Anfänger diejenigen Hilfsmittel und Methoden darzubieten* 
auf welche die darstellende Geometrie unausgesetzt zurück- 
greifen mufs. Nach einer kurzen, die verschiedenen Pro- 
jektionsarten behandelnden Einleitung werden im I. Abschnitt 
die Gesetze der schiefen Parallelprojektion besprochen, damit 
in den folgenden Abschnitten überall da, wo mir die Illustration 
räumlicher Lagenbeziehungen durch eine besondere Abbildung 
als nützlich erschien, von der Darstellung in schiefer Parallel- 
Projektion Gebrauch gemacht werden konnte* 

Im IL bis VI. Abschnitt findet ausschliefslich die gerade 
Parallelprojektion Anwendung, und zwar zuerst bei der Dar- 
stellung des Punktes, der Geraden und der Ebene, sodann 
bei der Darstellung der Vielflache, ihrer ebenen Schnitte 
und Durchdringungen. 

Die Darstellung krummflächiger Gebilde nebst der Lösung 
der zu ihnen gehörenden Aufgaben ist in diesen Band nicht 
mehr aufgenommen, sondern wird am Anfange des zweiten 
Bandes folgen. Da aber hierfür die Kenntnis der wesent- 
lichsten Eigenschaften und Konstruktionen der Kegelschnitte 
nützlich ist, ist der VII. Abschnitt noch der Darstellung der 
Kegelschnitte gewidmet. 

Was die Figuren betrifft, so glaubte ich, hinsichtlich 
ihrer Zahl nicht zu sparsam sein zu dürfen; es sind dem 
Texte im Ganzen 321 Zeichnungen eingefügt. Den ver- 
bindenden Text suchte ich tiberall elementar, leicht ver- 
ständlich, aber auch ausführlich genug zu gestalten. Ob- 
gleich hie und da, wie beim Kapitel der Durchdringungen, 



IV Vorwort. 

nur ein einziges Beispiel zur Erläuterung des Lösungs- 
prinzips genügt haben würde, so habe ich es oft doch für 
notwendig erachtet, an einer gröfseren Zahl von Beispielen 
die Verschiedenartigkeit der zeichnerischen Schlufsergebnisse 
klarzulegen. 

Begründungen sind nur insoweit gegeben worden, als 
sie vom darstellend -geometrischen Standpunkte durchaus 
unentbehrlich waren. Sobald es sich aber, wie z. B. bei der 
Darstellung der Vielflache oder der Kegelschnitte um That- 
sachen bezw. Sätze handelt, die in der Stereometrie bezw. 
Kegelschnittslehre ausführlich und zusammenhängend erörtert 
uud bewiesen werden, habe ich mich darauf beschränkt, 
diese Thatsachen und Sätze zwecks vorläufiger Orientierung 
ohne besondere Begründung Torauszuschicken. Denn eine 
„Stereometrie" oder „Theorie der Kurven zweiter Ordnung" 
zu schreiben, war weder meine Absicht, noch meine Aufgabe, 
und das um so weniger, als ja diese Gebiete in anderen 
Bänden der Sammlung systematisch bearbeitet werden. 

Betonen möchte ich noch, dafs ich rechnerische Ent- 
wicklungen fast gänzlich vermieden habe. In erster Linie 
suchte ich überall an die räumliche Anschauung zu appellieren. 
Es sollte mich freuen, wenn es mir gelungen wäre, die 
innere Anordnung und Einteilung des im Übrigen schon in 
den verschiedensten Lehrbüchern bearbeiteten Stoffes so ge- 
troffen zu haben, dafs dem Leser jede Stelle des Gedanken- 
ganges auf Grund der vorangegangenen Darlegungen sofort 
verständlich ist. 

Die dem zweiten Bande vorbehaltene Fortsetzung wird 
aufser der schon erwähnten Darstellung krummflächig be- 
grenzter Gebilde die Anwendung der darstellenden Geometrie 
auf die Schattenkonstruktionen, Helligkeitsabstufungen und 
die Elemente der Centralperspektive enthalten. 

Hamburg, Dezember 1900. 

Dr. J. Schröder. 
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Allgemeines» 



§ 1. Begriff und Zweck der darstellenden 

Geometrie. 

Die darstellende Geometrie ist aufzufassen als 
der Inbegriff der Methoden, mit deren Hülfe die 
Lage, Gestalt und Gröfse räumlicher Gebilde 
durch gesetzmäfsig zugeordnete, ebene oder auch 
körperliche Gebilde zur Darstellung gebracht und 
durch welche alle im Räume auszuführenden Kon- 
struktionen vermittelst solcher Konstruktionen 
gelöst werden, die in der Ebene ausführbar sind. 

Dadurch wird die darstellende Geometrie zum not- 
wendigen Fundamente alles technischen Zeichnens, insofern 
sie einerseits lehrt, bereits vorhandene körperliche Objekte, 
wie Gebäude, Monumente u. dgl. durch übersichtliche 
Zeichnungen in einer Ebene bequem und zugleich korrekt 
zur Darstellung zu bringen, während sie andererseits auch 
die Mittel darbietet, durch welche auch für noch nicht vor- 
handene, vielmehr nur erst gedachte Gegenstände solche die 
Lagen- und Mafsverhältnisse richtig angebende Zeichnungen 
sich herstellen lassen, welche dann bei der später folgenden 
technischen Ausführung die eigentliche Grundlage abgeben. 



§ 2. Das Projektionsverfahren. 

Um eine „ebene" Darstellung eines Raumgebildes G 
zu erhalten, „projiziert"*) man das Gebilde G von einem 
aufserhalb desselben gelegenen Punkte P aus auf eine diesen 



*) vom lat. projicfcre, entwerfen. 

Sohröder, Darstellende Geometrie. 



2 Allgemeines. 

Punkt nicht enthaltende Ebene 77 (Fig. 1). Das Projizieren 
besteht darin, dafs man sich jeden Punkt der Oberfläche 
des Gebildes G mit dem Punkte P geradlinig verbunden 
denkt und dann die Schnittpunkte aller dieser Verbindungs- 
geraden mit der Ebene 77 bestimmt. Die durch alle diese 
Schnittpunkte in der Ebene 77 gebildete Figur G' heifst 
dann die „Projektion des Gebildes G auf die Ebene 77". 
Die Ebene 77 wird dabei als die „Projektionsebene u , 
der Punkt P als das „Projektionszentrum" be- 
zeichnet. Die Verbindungslinien des Projektionszentrums P 
mit den Punkten des Gebildes G heifsen „Projektions- 
strahlen". 




Hg. 1. 

Das hier vorläufig ganz allgemein geschilderte Pro- 
jektionsverfahren ist nichts anderes als die mathematische 
Abstraktion des Sehprozesses. Denkt man sich nämlich im 
Projektionszentrum P das eine Auge eines Beobachters, 
welcher nach dem darzustellenden Gebilde G hinsieht, so 
fallen die Sehstrahlen, welche vom Auge nach den einzelnen 
Punkten der Begrenzungsoberfläche des Gebildes G gezogen 
werden können, zusammen mit den vorher genannten Pro- 
jektionsstrahlen. Jeder einzelne Sehstrahl trifft die Pro- 
jektionsebene 77, welche wir uns in diesem Falle zwischen 
Auge und Objekt gelegen und zugleich durchsichtig denken 
wollen, in je einem Punkte, der den zugehörigen Baum- 
punkt, von P aus gesehen, deckt. Daher wird die ganze 
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Projektion des Gebildes G, vom Projektionszentrum P ans 
betrachtet, mit dem Gebilde G selbst scheinbar zusammen- 
fallen und auf das in P befindliche Auge denselben Eindruck 
machen, wie das Gebilde selbst. Infolgedessen kann man 
die Projektion G' des Gebildes G auf die Ebene 77 auch 
als eine „Abbildung" des Gebildes G auf die Ebene 77 
bezeichnen. Dementsprechend nennt man die Ebene 77 auch 
die „Bildebene", und das Projektions verfahren das „Ab- 
bildungsverfahren." 



§ 3. Allgemeines über Projektionen von 
bestimmten Gebilden. 

1. Ist das zu projizierende Gebilde ein einzelner 
Baumpunkt -4, so ist seine Projektion A' der Schnittpunkt 



A^- 




Pig. 2. 

des Projektionsstrahles PA mit der Projektionsebene 77 
(Fig. 2). Es gilt daher der Satz: 

„Die Projektion eines Punktes ist ein 
Punkt." 

2. Soll eine Gerade g projiziert werden, welche 
durch das Projektionszentrum P geht, so liegen die 
Projektionen sämtlicher Punkte von g auf demselben 
Projektionsstrahl, der in diesem Falle die Gerade g selbst 

1* 
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ist (Fig. 3). Die Projektion einer solchen Geraden ist daher 
auch ein Punkt. Dies liefert den Satz: 

„Die Projektion einer das Projektions- 
zentram enthaltenden Geraden ist ein Punkt" 




Piff. S. 

3. Ist das zu projizierende Gebilde hingegen eine 
Gerade g, welche das Projektionszentrum P nicht 
enthält, so gewinnt man deren Projektion </', indem man 




Flg. 4. 



sich wiederum jeden ihrer Punkte einzeln projiziert denkt. 
Alle dazu erforderlichen Projektionsstrahlen erfüllen aber 
die Ebene M, welche durch das Projektionszentrum P und 
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die Gerade g bestimmt ist. Nennt man diese Ebene M die 
zur Geraden g gehörige „projizierende Ebene", so 
ergiebt sich, dafs die Projektion g f der Geraden g nichts 
anderes ist als das Schnittgebilde der Projektionsebene 77 
und der projizierenden Ebene M, also wieder eine Gerade 
(Fig. 4). Wir haben daher den Satz: 

„Die Projektion einer das Projektions- 
zentrnm nicht enthaltenden Geraden ist 
eine Gerade." 

4. Das zu projizierende Gebilde sei eine sog. „ebene 
Kurve", d. i. eine Kurve, deren sämtliche Punkte einer 
und derselben Ebene angehören, etwa ein Kreis, eine Ellipse, 




Fig. 5. 

Hyperbel oder Parabel. Liegt das Projektionszentrum in 
der Ebene der ebenen Kurve (Fig. 5), so gehören sämtliche 
Projektionsstrahlen einer und derselben Ebene an und man 
kann wieder von einer zur ebenen Kurve zugehörigen 
„projizierenden Ebene" sprechen, deren geradliniger Schnitt 
mit der Projektionsebene die Projektion c' der Kurve ent- 
hält. Es gilt daher der Satz: 

„Die Projektion einer ebenen Kurve, in 
deren Ebene auch das Projektionszentrum 
liegt, ist eine Gerade." 

Liegen indessen die ebene Kurve c und das Projektions- 
zentrum nicht in einer und derselben Ebene (Fig. 6) ? so 
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gehören die erforderlichen Projektionsstrahlen auch nicht 
mehr nur einer einzigen Ebene an, sondern bilden einen 
sogenannten projizierenden „Strahlenkegel", welcher die 




Fi*. 6. 



Projektionsebene seinerseits in einer ebenen Kurve c' trifft. 
Folglich besteht der Satz: 

„Die Projektion einer ebenen Kurve, 
deren Ebene das Projektionszentrum nicht 
enthält, ist wieder eine ebene Kurve." 




Fig. 7, 



§ 3. Allgemeines über Projektionen von bestimmten Gebilden. ^ 

5. Hat man eine „Raumkurve" 0, d. h. eine solche 
Kurve zu projizieren, deren Punkte nicht sämtlich in der- 
selben Ebene liegen (Fig. 7), so können wie im gerade 
zuletzt erwähnten Falle die Projektionsstrahlen auch wieder 
nicht alle in derselben Ebene liegen, sondern müssen einem 
„projizierenden Kegel" angehören, der aus der Pro- 
jektionsebene n als Projektion der gegebenen Baumkurve 
eine ebene Kurve c' ausschneidet. Deswegen verzeichnen 
wir den weiteren Satz: 

„Die Projektion einer Raumkurve ist stets 
eine ebene Kurve." 




Fi*. 8. 

6. Ein ebenes Flächenstück hat als Projektion ent- 
weder eine Gerade oder ein ebenes Flächenstück, je 
nachdem das Projektionszentrum ebenfalls in der Ebene des 
Flächenstückes liegt (Fig. 8), oder nicht (Fig. 9 s. f. S.). Ein 
gekrümmtes Flächenstück hingegen besitzt als Projektion 
stets ein ebenes Flächenstück, wenn nicht gerade der Aus- 
nahmefall vorliegt, dafs das zu projizierende Flächenstück 
einer Kegelfläche angehört, deren Spitze das Projektions- 
zentrum ist. In diesem besonderen Falle erhält man als 
Projektion des in Rede stehenden Flächenstücks eine ebene 
Kurve. 

7. Die Projektion eines Körpers ist stets ein Flächen- 
stück der Projektionsebene, welches die Projektionen aller 
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an dem Korper vorhandenen Punkte, Linien und Flächen 
enthält (s. Fig. 1). 

Kennt man die Lage des Projektionszentrums und der 
Projektioneebene, so ist jedesmal, sobald irgend ein räum- 
liches Gebilde gegeben ist, dessen Projektion eindeutig 
bestimmt, da jeder zn dem vorgelegten Gebilde gehörige 
Projektionestrahl die Projektionsebene in je einem ganz 
bestimmten Punkte trifft. Ist dagegen bei festgesetzter Lage 
des Projektionszentrums und der Projektionsebene in der 
letzteren beispielsweise ein Punkt Ä gegeben (s. Fig. 2), 
so kann man noch keineswegs sagen, zn welchem Raum- 
punkte der Punkt A' als Projektion gehört. So gut wie 



der Punkt A' die Projektion des Punktes A sein kann, 
kann er auch als Projektion zu jedem anderen Punkte 
A l} A it A 9 . , . gehören, welcher auf dem Projektionsstrahle 
PA' liegt. Während also jeder Punkt des Kaumes bei 
gegebener Lage des Projektionszentrums und der Projektions- 
ebene nur eine Projektion besitzt, kann jeder Punkt der 
Projektionsebene die Projektion von unzählig vielen in 
gerader Linie gelegenen Kaumpunkten, oder auch, was wir 
sogleich hinzufugen wollen, die Projektion der durch ihn 
und das Projektionszentrum gehenden Geraden sein (s. Fig. 3). 
Durch jeden Punkt der Projektionsebene ist nur 
der zugehörige Projektionsstrahl bestimmt, aber 
nicht mehr. 
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Was in Betreff eines einzelnen Punktes der Projektions- 
ebene gilt, bleibt natürlich anch für eine Mehrheit von 
Punkten derselben gültig. Ist z. B. irgend eine beliebige 
Figur in der Projektionsebene gegeben, die als Projektion 
eines nach Lage, .Gröfse und Gestalt noch nicht bekannten 
Raumgebildes aufgefafst werden soll, so läfst sich, wenn 
nichts weiter als jene Figur bekannt ist, nur angeben, auf 
welchen einzelnen Projektionsstrahlen die zugeordneten 
Punkte des Baumgebildes liegen müssen, nicht aber an 
welcher Stelle der betr. Projektionsstrahlen sie zu suchen 
sind. Zu einer und derselben Projektionsfigur können un- 
zählig viele nach Lage, Gestalt und Gröfse verschiedene 
Baumgebilde als zugehörig angegeben werden. 

Wenn daher bei gegebener Lage des Projektions- 
zentrums und der Projektionsebene das zu einer gegebenen 
Projektionsfigur gehörige räumliche Gebilde nach Lage, 
Gröfse und Gestalt eindeutig bestimmt werden soll, so 
müssen noch weitere Angaben hinzukommen. Ohne hier 
schon auf die näheren Einzelheiten einzugehen, schliefsen 
wir vorläufig mit dem Satze: 

„Jede Figur der Projektionsebene kann 
die Projektion von unzählig vielen räum- 
lichen Gebilden sein." 



§ 4. Die verschiedenen Projektionsarten. 

Hat das Projektionszentrum P einen endlichen 
Abstand von der Projektionsebene // (s. Fig. 10), so 
haben zwei Projektionsstrahlen, die nach zwei verschiedenen 
Punkten A und B der Projektionsebene hingehen, auch 
verschiedene Bichtungen im Baume. Der Richtungsunter- 
schied wird gemessen durch den Winkel APB = e. Nehmen 
wir jetzt an, dafs das Projektionszentrum P auf dem Pro- 
jektionsstrahle A P immer weiter von der Projektionsebene // 
fortrückt, so wird der zum Punkte B gehörige Projektions- 
strahl beständig seine Bichtung ändern, während der zu A 
gehörige Strahl seine Bichtung beibehält. Dabei ändert 
sich aber auch beständig der Bichtungsunterschied der 
beiden Projektionsstrahlen. Ist z. B. das Projektionszentrum 
nach P 1 gelangt, so ist der fragliche Bichtungsunterschied 
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gegeben durch ^.AP l B = e 1J für die Lage P % des Pro- 
jektionszentrums hat man den Bichtungsunterschied ^ A P 2 B 
■= e % u. s. w. Aus elementarplanimetrischen Gründen aber 
folgt: 

6>€j >« 4 u. s. f., d. h.: 

Je weiter sich das Projektionszentrum P von der Pro- 
jektionsebene 77 entfernt, um so kleiner wird der Bichtungs- 
unterschied der nach zwei beliebigen Punkten A und B der 
Ebene 77 gehenden Projektionsstrahlen. 

_^ w*** 





i^Ä 



Fig. 10. 

Andererseits sieht man, dafs, wenn BQ die Parallele 
durch B zu AC ist, diese Gerade BQ mit BP ebenfalls 
den Winkel e bildet. Ganz entsprechend ist ^ QBP t = s v 
</ QBP 9 =e 2 u. s. f. Je weiter deshalb das Projektions- 
zentrum wegrückt, um so mehr dreht sich der zu B gehörige 
Projektionsstrahl um den Punkt B auf die Gerade B Q zu. 
Ist der zu B gehörige Projektionsstrahl nahe daran, mit 
BQ zusammenzufallen, so sind die beiden nach A und B 
gehenden Projektionsstrahlen nahezu parallel, und ihr Schnitt- 
punkt, nämlich das Projektionszentrum, hat einen sehr 
grofsen Abstand von der Projektionsebene 77. Fällt aber 
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der zu B gehörige Projektionsstrahl mit der Geraden BQ 
zusammen, sind also die beiden zu A und B gehörigen 
Projektionsstrahlen parallel, dann kann man die beiden 
Strahlen AP nnd BQ so weit verlängern, wie man will, 
ohne dafs man zu einem überhaupt erreichbaren Schnittpunkt 
der beiden Strahlen kommt. Will man aber, des gleich- 
mäfsigen Ausdrucks halber, in diesem Falle auch noch von 
einem Schnittpunkt der beiden Projektionsstrahlen reden, so 
weifs man, dafs sein Abstand von der Projektionsebene 
gröfser ist als jede noch so grofse endliche Entfernung. 
Man sagt in diesem Falle: Das Projektionszentrum ist 
„unendlich weit" entfernt von der Projektionsebene. 

Umgekehrt aber kann auch geschlossen werden: Liegt 
das Projektionszentrum unendlich weit entfernt, so 
sind die Projektionsstrahlen parallel. 

Man nennt nun jede Projektion, bei welcher das Pro- 
jektionszentrum einen endlichen Abstand von der Projektions- 
ebene hat, eine „Zentralprojektion". Jede durch parallele 
Projektionsstrahlen erzeugte Projektion heifst eine „Parallel- 
projektion". 

Treffen im letzteren Falle die Projektionsstrahlen die 
Projektionsebene nicht unter rechtem Winkel, so hat man 
es mit der „schiefen Parallelprojektion" zu thun. 
Stehen hingegen die Projektionsstrahlen senkrecht auf der 
Projektionsebene, so liegt der Fall der „geraden" Parallel- 
projektion vor. 

In dem vorliegenden Bande spielt die Hauptrolle die 
gerade Parallelprojektion; sie beherrscht die ganzen hier 
entwickelten Betrachtungen, nachdem zunächst aus rein 
praktischen Gründen die Grundzüge der schiefen Parallel- 
projektion entwickelt sind. 

Im zweiten Bande sollen dann in den „Anwendungen 
der darstellenden Geometrie auf Schattenkonstruktionen, 
Beleuchtungslehre und Perspektive" die anderen Projektions- 
arten zur Geltung kommen. 



Die Parallelprojektion. 



I. Abschnitt. 



Die schiefe Parallelprojektion, 

§ 5- Über die Gröfse der Projektion einer Strecke. 

Aufser den im § 3 aufgeführten, für alle Projektions- 
arten in gleicher Weise gültigen Sätzen bestehen für die 
Parallelprojektionen einige Lehrsätze, deren Kenntnis nützlich 




Fig. n. 

und wichtig zugleich ist. Es sei (Fig. 11) 77 die Projektions- 
ebene; die Richtung der parallelen Projektionsstrahlen sei 
angegeben durch den links oben beigefügten Pfeil p. Die 
beiden Projektionsstrahlen s ± bezw. * 2 treffen die Projektions- 
ebene JE in den Punkten A! bezw. B\ Die Verbindungs- 
linie A! B' ist dann der Schnitt der durch die beiden 
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parallelen Geraden s t und s 2 bestimmten projizierenden 
Ebene mit der Projektionsebene 77. Die Strecke A B kann 
die Projektion jeder Strecke sein, welche irgend einen Punkt 
der Geraden s ± mit irgend einem Punkt der Geraden * 2 
verbindet. Solche Strecken sind z. B. A 1 B 11 A 2 B 2 , A S B & . 
Ist die betreffende Strecke AB der Projektionsebene IT 
parallel (Fig. 12), so ist ABB A! ein Parallelogramm, also 




Fig. 12. 

AB\\A'B' sowie AB = A'B'. Dieses Ergebnis liefert 
den Satz: 

„Die Parallelprojektion einer zur Pro- 
jektionsebene parallelen Strecke hat die- 
selbe Richtung und Länge wie die Strecke." 

Ist die gegebene Strecke AB nicht parallel zur Pro- 
jektionsebene, so wird im allgemeinen ihre Parallelprojektion 
A f B' eine andere Länge haben, und zwar kann sie sowohl 
kleiner als auch gröfser wie die Strecke A ß, in einem 
besonderen Falle jedoch auch noch gleich ihr sein. Um 
diese verschiedenen Möglichkeiten klar zu trennen, mufs 
folgende einfache Überlegung ausgeführt werden. In der 
durch die beiden projizierenden Strahlen AA 9 und BB' 
bestimmten Ebene wollen wir uns durch den Punkt A alle 
möglichen Strahlen gezogen denken, was wir erreichen, 
wenn A der Reihe nach mit sämtlichen Punkten der Ge- 
raden BB' verbunden wird. Die Gesamtheit aller dieser 
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durch A gehenden, in einer Ebene gelegenen Geraden nennt 
man ein „Strahlbüschel", dessen „Mittelpunkt" der 
Punkt A ist. Von den Strecken, welche die beiden parallelen 
Geraden AA f und BB' auf den Strahlen dieses Büschels 
abschneiden, ist eine am kleinsten; es ist das die Strecke 
AC, welche die beiden parallelen Projektionsstrahlen AA' 
und BB' rechtwinklig schneidet und somit den kürzesten 
Abstand der beiden Parallelen darstellt. Von den übrigen 
Strecken sind immer diejenigen einander gleich, welche 

symmetrisch in Bezug auf A C liegen. So ist A B 1 = A B ± ; 

AB = AB] AB % = AB 2 \ AB 8 = AB B u. s. f., wenn 

CB 1 = CB 1 ; CB = CB-, CB i = CB 2 ; CB Z = CB SJ ... 
ist. Ferner ergiebt sich ebenfalls aus elementaren Gründen, 
dafs 



AC< 



:{2£}<Ga<{#}<cß}--*— 

immer die vorher genannten paarweis gleichen Strecken 

durch eine { } - Klammer zusammengefaßt sind. 

Vorher war gezeigt, dafs die der Projektionsebene n 
parallele Strecke A B dieselbe Länge hat wie ihre Pro- 
jektion A'B f ; folglich hat auch die zu AB in Bezug auf 

A C symmetrisch gelegene Strecke A B dieselbe Länge wie 

AB, obgleich Aß nicht parallel zu 77 ist. 

Alle zwischen AB und AB gelegenen Strecken AB V 

AC, AB^ ... sind dann, wie unmittelbar folgt, kleiner als 
ihre Projektion A' B\ während jede der dann noch übrig 

bleibenden Strecken A B 31 AB 2J AB % , AB S ... gröfser als 
die zugehörige Projektion A'B' ist. 

Vergleichen wir die Winkel, welche die Strecke und 
ihre Projektion mit der Richtung der Projektionsstrahlen 
bilden, und ziehen wir dabei, sofern es nicht gerade rechte 
Winkel sind, immer die spitzen Winkel in Betracht, so er- 
giebt sich der folgende Satz: 

„Die Parallelprojektion einer Strecke ist 
kleiner, ebenso grofs oder gröfser als die 
Strecke, je nachdem die Projektionsstrahlen 
von der Strecke unter kleinerem, ebenso 
grofsem oder gröfserem Winkel geschnitten 
werden als von der Projektion der Strecke." 
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Gehört die zu projizierende Strecke AB einer pro- 
jizierenden Ebene an, in welcher die zur Projektionsebene 
parallele Sichtung die Richtung der Projektionsstrahlen 
senkrecht schneidet, so schneidet auch die Projektion A f B f 
der Strecke die Projektionsstrahlen immer unter rechtem 
Winkel. Dann kann also der Winkel, den die zu pro- 
jizierende Strecke mit der Projektionsstrahlenrichtung bildet, 
nur kleiner oder höchstens gleich dem Winkel sein, den die 
Projektion mit der Richtung der Projektionsstrahlen bildet, 
so dafs der Satz gilt: 

„Alle Strecken, die solchen projizierenden 
Ebenen angehören, in welchen die zur Pro- 
jektionsebene parallele Richtung die Pro- 
jektionsstrahlen rechtwinklig schneidet, 
haben Projektionen, die entweder ebenso 
grofs oder kleiner als sie sind, je nachdem 
die zu projizierenden Strecken parallel 
oder nicht parallel zur Projektionsebene 
sind." 

Hat man es insbesondere mit der „geraden Parallel- 
projektion" zu thun, bei welcher ja sämtliche Projektions- 




Fig. 13. 



strahlen die Projektionsebene 77 rechtwinklig treffen (Fig. 13), 
so werden auch alle zur Projektionsebene parallelen 
Richtungen von sämtlichen Projektionsstrahlen rechtwinklig 
getroffen. Folglich besteht für den Fall der geraden Parallel- 
projektion ganz allgemein der Satz: 
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„Die gerade Parallelprojektion einer 
Strecke ist ebenso grofs oder kleiner als 
die Strecke, je nachdem die zu projizierende 
Strecke zur Projektionsebene parallel oder 
nicht parallel ist." 

In der Fig. 13 ist A' B' < A B„ dagegen A 9 B' = A B. 



§ 6. Über die Riehtang der Projektion einer Strecke. 

Wir wollen jetzt feststellen, wie eine Änderung der 
Richtung der Projektionsstrahlen die Lage der Projektion 
einer Strecke beeinflufst. Es sei AC X ' die Projektion der 
die Projektionsebene im Punkte A treffenden Strecke AC 
bei der durch den Pfeil p x bezeichneten Richtung der Pro- 
jektionsstrahlen (Fig. 14). Wird die Richtung der Pro- 




Pig. 14. 

jektionsstrahlen so geändert, dafs dabei die zu AC gehörige 
projizierende Ebene keine Veränderung der Lage erfährt, 
so fällt die Projektion von AC nach wie vor in die durch 
die Punkte A und C/ bestimmte Gerade; nur die Gröfse 
der Projektion wird geändert, und allenfalls kann die Pro- 
jektion innerhalb der Geraden A C ± ' ihre Richtung wechseln. 
In der Fig. 14 ist dieser Fall veranschaulicht durch die 
Strecken A C 2 ' und A C 8 ', zu welchen die durch die Pfeile 
p 2 bezw. p 3 angedeuteten Richtungen der Projektionsstrahlen 
gehören. 
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Ausserdem aber kann die Änderung der Projektions- 
strahlenrichtung so erfolgen, dafs dabei auch die zu A C 
gehörige projizierende Ebene eine Lageveränderung erfährt, 
indem sie sich um AC dreht. Dann mufs die Projektion 
yon AC sich in der # Projektionsebene 77 um den Punkt A 
drehen, womit eine Änderung der Länge Hand in Hand 
gehen kann. Diese zweite Art der Änderung wird in 
Fig. 14 dargestellt durch die Strecke A C 4 ', wozu die durch 
den Pfeil p A festgelegte Richtung der Projektionsstrahlen 
gehört. 

Aus dem Vorstehenden kann nun geschlossen werden, 
dafs jede durch den Punkt A in der Projektions- 
ebene 77 gezogene Strecke A O als schiefe Parallel- 
projektion der Strecke A C aufgefafst werden kann. 




Fig. 15. 

Es ist dabei völlig gleichgültig, welche Länge und Richtung 
die Strecke AC hat. Sobald aber irgend eine Lage von 
A C fixiert ist, ist damit auch die Richtung der Projektions- 
strahlen endgültig festgelegt. Soll z. B. (Fig. 15) A C x ' die 
Projektion von AC sein, so haben sämtliche Projektions- 
strahlen die Richtung der Geraden CC/; wäre aber AC % ' 
als Projektion von AC gewählt worden, so würde die 
Richtung der Projektionsstrahlen durch die Richtung von 
CC % ' gegeben sein. 

Insbesondere kann daher auch, so lange über die 
Richtung der Projektionsstrahlen noch keine Entscheidung 
getroffen ist, die Projektion einer zur Projektionsebene 77 

S ohröder, Darstellende Geometrie. 2 
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senkrechten Strecke B D, welche 77 im Punkte B trifft, durch 
eine beliebige in 77 durch B gezogene Strecke, etwa BD' 7 
dargestellt werden (Fig. 15). 



§ 7. Projektionen einfacher Gebilde in Parallel* 

Stellung. 

Werden zwei parallele Geraden A X B X und A % B %r 
welche die Projektionsebene 77 in den Punkten A x bezw. A 2 
treffen, durch Parallelstrahlen von beliebiger Richtung pro- 
jiziert (Fig. 16), so müssen aus bekannten stereometrischen 
Gründen die projizierenden Ebenen parallel sein und deshalb 




Fig. 16. 

die Projektionsebene 77 in parallelen Geraden schneiden. 
Deshalb besteht der Satz: 

„Parallele Geraden haben parallele Pro- 
jektionen. 44 

Nimmt man auf A X B X und A 9 B 9 die ganz beliebig 
gelegenen Punkte C t bezw. C 2 an, .deren Projektionen C t r 
bezw. C % ' sind, so folgt aus der Ähnlichkeit der beiden 

Dreiecke A x C t C x 9 und A^ C % C/, dafs A } C / = A ? C *' ist. 

Wird der gemeinsame Wert dieser beiden Verhältnisse 
mit m bezeichnet, so ist: 

A^C^sszm . ^C, und A % C % ' *= m ,A % C 2 . 
Dabei kann m je nach der Sichtung der Projektions- 
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strahlen S 1 sein. Ist *n < i, so wird durch Ausführung 

der Projektion in der Projektions- oder Bildebene ein ver- 
kleinertes Bild der projizierten Strecke hergestellt; im Falle 
m > 1 entsteht ein vergröfsertes Bild ; f Ür m = 1 dagegen 
findet weder Vergröfserung noch Verkleinerung statt. Be- 
zeichnet man daher m als das „Projektionsverhältnis", 
so kann man den Satz aussprechen: 

„Parallele Strecken haben dasselbe Pro- 
jektions verhält nis. u 

Als besonderen Fall dieses allgemeinen Satzes merken 
wir den folgenden Zusatz: 

„Gleich lange parallele Strecken haben 
gleich lange parallele Projektionen." 

Für Strecken von verschiedener Richtung aber gilt der 
Satz: 

„Strecken von verschiedener Richtung 
haben im allgemeinen nicht dasselbe Pro- 
jektionsverhältnis." 

Im Anschlufs hieran mögen noch einige Betrachtungen 
über die Projektionen von ähnlichen Polygonen 




Fig. 17. 



folgen, welche in parallelen Ebenen liegen und 
deren homologe Seiten parallel sind. Es seien (Fig. 17) 
A 1 A i A 9 A A A b und B 1 B % B 2 B A B b zwei in den parallelen 
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Ebenen M x und M 2 gelegene ähnliche Fünfecke, deren 
Seiten in der aus der Figur ersichtlichen Weise mit a 17 a 2 , 

a 8> a 4? a *> ^ ezw « ^i> *a> ^s) *4? *6 bezeichnet sind. Ferner 
sollen die einander entsprechenden Seiten a, und b t , a 2 
und 6 2 u. s. f. parallel sein. Die Projektionsstrahlen haben 
die durch den beigesetzten Pfeil markierte Richtung. Dann 
ergiebt sich auf Grund der schon entwickelten Sätze, dafs 
die Projektionen entsprechender Seiten parallel sind und 
dasselbe Projektionsverhältnis haben. Sind also a t ' und b x ' 
bezw. die Projektionen von a x und b 1} so ist, sofern das 
zugehörige Projektionsverhältnis mit m l bezeichnet wird: 

a x ' = m 1 . a ± ; b x ' = m 1 . b t . 

Ganz analog wird, wenn m a , m 8 . . . die sinngemäfse 
Bedeutung für die Seitenpaare (a 2 , 6 2 ), (a 8 , J 8 ) . . . mit den 
zugehörigen Projektionen (a 2 ', 6 2 '), (a 8 ', J 8 ') ... haben: 

a 2 '=m 2 .a 2 ; V = w a . b 2 
a 8 ' = rw 8 .a 8 ; .6,' = m 8 . 6 8 
a 4 ' = rw 4 . a 4 ; 6 4 ' = rw 4 . 6 4 

a ö' = ™5 •«•; W = m * • V 

Da aber die beiden Fünfecke A ± A 9 A 9 A A A b und 
B t B % B g B A 2? 6 als ähnlich vorausgesetzt sind, so müssen 
die Verhältnisse homologer Seiten gleich sein; es mufs 
daher 

b y _bs _b z _b A _b h _ 



ü \ a 2 S a 4 ü h 



sein, oder: 

b ± =fi.a t ] b % = fx.a 2 ; b s =(*.a z ; b 4 =fi.a 4 ] b b = p. a 5 . 

Folglich können die Gleichungen für &/, & 2 ', b s ' ... 
folgendermafsen geschrieben werden: 

b 1 ' = [i.m 1 a 1 ] b t ' = p . m^ a % ] b B ' = ft .m 8 a 8 ; 
b 4 ' = ^.m 4 a 4 ; * 5 ' = ^.m 5 a 6 , 
oder: 

V = P • a /! V = i" • a 2i V = P • a s''i 
b l f = f i.a A , ' 1 b b ' = ti.ai'. 
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Diese Gleichungen besagen, dafs die Verhältnisse ent- 
sprechender Seiten der Projektionsfiguren sämtlich einander 
gleich sind. Da im übrigen die entsprechenden Seiten der 
Projektionsfigaren parallel sind, so sind auch die ent- 
sprechenden Winkel a/ und /?,', a 2 ' und /J 2 ', a 8 ' und 
ß 8 ' u. s. f. einander gleich. Folglich sind die Projektionen 
AJAjAJAlAJ und B x * B % ' B Q ' BJ 5 6 ' der betrachteten 
Fünfecke einander ähnlich. 

Hätten der Betrachtung allgemeine n-Ecke zu Grunde 
gelegen, so wäre die Schlufsweise genau die gleiche ge- 
blieben, so dafs der Satz besteht: 

„Ahnliche Polygone, die so in parallelen 
Ebenen liegen, dafs ihre entsprechenden 
Seiten parallel sind, haben ähnliche Pro- 
jektionen." 

Wichtig ist noch der Fall, dafs das zu projizierende 
ebene Polygon in einer zur Projektionsebene II parallelen 
Ebene liegt. Dann sind gemäfs § 5 die Projektionen der 
Seiten diesen selbst an Länge gleich. Andererseits aber 
stimmen auch die Winkel der Projektionsfigur mit den ent- 
sprechenden Winkeln des projizierten Polygons der Gröfse 
nach überein (nach dem Satze über Winkel mit parallelen 
Schenkeln). Folglich gilt der Satz: 

„Die Parallelprojektion eines der Pro- 
jektionsebene parallelen ebenen Polygons 
ist diesem selbst kongruent." 

Dieser Satz ist enthalten in dem folgenden allgemeineren 
Satze: 

„Die Parallelprojektion jeder zur Pro- 
jektionsebene parallelen ebenen Figur ist 
dieser selbst kongruent." 

Demnach gilt der weitere Satz: 

„Kongruente zur Projektionsebene par- 
allele ebene Figuren haben kongruente Pro* 
jektionen." 

Bei diesem zuletzt genannten Satze ist es indessen 
nicht mehr erforderlich, dafs entsprechende Seiten der zu 
projizierenden Figuren einander parallel sind; vielmehr 
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können die betreffenden Figuren in ihren unter einander 
parallelen Ebenen jede beliebige Lage haben. 




Fig. 18. 



Veranschaulicht sind die soeben genannten Spezialfälle 
in Fig. 18. 



§ 8. Schiefe Parallelprojektion von ebenen, zur 
Projektionsebene senkrechten Gebilden. 

Indem wir jetzt dazu übergehen, nach den im vor- 
stehenden entwickelten Lehrsätzen für einige ebene und 
körperliche Gebilde schiefe Parallelprojektionen zu kon- 
struieren, wollen wir vor allen Dingen betonen, dafs es in 
der Absicht geschieht, uns ein Mittel zu verschaffen, durch 
welches wir die räumliche Vorstellung ganz wesentlich 
unterstützen ## und fördern können. Darum werden wir auch 
später des Öfteren Gelegenheit nehmen, dort, wo wir dem 
Leser die gegenseitige räumliche Lage der in Betracht ge- 
nommenen Gebilde von vornherein klar illustrieren wollen, 
diese schiefe Parallelprojektion mit Vorteil zu benutzen. 

Die Pjrojektionsebene sei hierbei stets die 
vertikal gehaltene Zeichenebene. 

1. Es soll die schiefe Parallelprojektion eines 
zur Projektionsebene senkrecht stehenden Recht- 
ecks ABCD bestimmt werden, dessen Seite AB 
horizontal gerichtet ist und zugleich in der Pro- 
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jektionsebene liegt. In der Fig. 19 ist die wahre Ge- 
stalt des zu projizierenden Rechtecks anter a) angegeben. 
Die Seiten AD und BC stehen in A bezw. B senkrecht 
zur Zeichenebene; die Seite CD ist parallel zur Zeichen- 
ebene und zu A B. Die Seite A B fällt mit ihrer Projektion 
zusammen; die Projektionen der gleich langen und parallelen 
Seiten A D und B C müssen ebenfalls gleich lang und parallel 
sein; ihre Gröfse und Richtung indessen hängt ab von der 
Richtung der Projektionsstrahlen. Wir wollen nun festsetzen, 
dafs die Projektion einer zur Projektionsebene 
senkrechten Strecke mit der horizontalen Richtung 
in der Projektionsebene einen Winkel von y = 45° 
(bezw. 135°) einschliefsen soll, wenn nicht etwas anderes 
ausdrücklich bestimmt wird. Femer möge das Projektions- 



») b) 
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Ffr. 19. 

Verhältnis, welches zu dieser Richtung gehört, den 
Wert m = £ haben, so dafs also jede zur Bildebene 
senkrechte Strecke in der Bildebene in halber Gröfse er- 
scheint. Hiernach erhält man die schiefe Projektion des 
Rechtecks AB CD, wenn man unter 45° geneigt gegen AB 
die Parallelen A D' und B C zieht und beide gleich ± A D 
macht (Fig. 19 b). 

Über den Winkel, unter welchem die Zeichenebene von 
den Projektionsstrahlen getroffen wird, giebt (das auf der 
Zeichenebene senkrecht stehende Dreieck BCO Aufschlufs. 
Dreht man dasselbe um die Seite BC } bis es in die 
Zeichenebene fällt, so erscheint es in derselben in seiner 
wahren Gestalt; dann sieht man, dafs der Neigungswinkel 
der Projektionsstrahlen gegen die Zeichenebene gegeben ist 
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durch den Winkel BCC=a. Da nun BC=2BC ist, 
so ist cotg a = $ und folglich a = 63° 26'. 

Würde man m = 1 gewählt haben, was bedeuten würde, 
dafs alle zur Projektionsebene senkrechten Strecken in 
wahrer Gröfse projiziert erscheinen sollen, so würden die 
Projektionsstrahlen unter 45° Neigung auf die Projektions- 
ebene fallen. Bei dieser Festsetzung hat die Projektion des 
vorher gegebenen Rechtecks AB CD die in Fig. 19 c ge- 
zeichnete Gestalt. 

Dafs die Projektionen von AD und BC unter v = 45° 
Neigung gegen AB gezogen wurden, ist deswegen bequem 
und praktisch, weil sich dann stets das gleichschenklig 
rechtwinklige Zeichendreieck benutzen läfst. Im Übrigen läuft 
diese Festsetzung darauf hinaus, dafs die zu den Senkrechten 
auf der Projektionsebene gehörenden projizierenden Ebenen 
unter 45° gegen jede Horizontalebene geneigt sind. 

a^ yy H$ c j^ A '^J!!J<% 





b) 



Flg. 20. 

2. Es ist die schiefe Parallelprojektion eines 
in einer Horizontalebene gelegenen Polygons, z. B. 
eines beliebigen Fünfecks zu bestimmen. Das Polygon 
sei gegeben durch die Figur 20 a* und mit ABC DE be- 
zeichnet. Es sei A' (Fig. 20 b) die Projektion des Eck- 
punkts A. Zur Bestimmung der Projektionen der übrigen 
Eckpunkte ziehen wir in der Ebene des Fünfecks die zur 
Projektionsebene parallele Gerade FG durch den Eckpunkt 
A und fällen auf FG von J5, C, D, E die Lote, deren 
Fufspunkte bezw. B t , (7 1? D 19 E x sind. Die Strecken AB 17 
AC 17 AD X und AE ± erscheinen in der Projektionsebene in 
wahrer Länge auf der durch A' gezogenen horizontalen 
Geraden FG'-, es ist A'B 1 9 = AB 1 ; A 9 C 1 9 = AC 1 \ A' D x ' 
= AD X und A'E 1 ' = AE 1 . In den Punkten B t \ C' D x ; 
E t ' werden dann unter v = 45° geneigt gegen F* G' par- 
allele Geraden gezogen, auf welchen wir bezw. 
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4/ £> = 4 £ t £; C ± ' C = \C X C; D 1 'D' = ±D 1 D; 

E X 'E = ^E t E 

abtragen. Verbinden wir noch die auf einander folgenden 
Punkte A' 9 &, <?, D\ E, so ist das Fünfeck A'B'CD'E? 
die gesuchte schiefe Parallelprojektion des gegebenen Fünf- 
ecks ABCDE. 

3. Man bestimme die schiefe Parallelprojektion 
eines in einer Horizontalebene gelegenen Kreises 
(Fig. 21), wenn die Projektion M' des Mittelpunktes M be- 
kannt ist. Diese Aufgabe wird nach demselben Prinzip 
gelöst wie die vorige Aufgabe. Der gegebene Kreis habe 
den Durchmesser AB. Ist AB parallel zur Projektions- 
ebene, so projiziert sich AB als horizontale Strecke A'B' 
von gleicher Länge mit dem Mittelpunkte M\ während der 
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zu AB senkrechte Durchmesser CD, der senkrecht auf der 
Projektionsebene steht, zur Projektion die unter v = 45° 
gegen A 9 B? geneigte Strecke OD 1 = ^CD mit dem Mittel- 
punkte M hat. Die Projektion irgend eines Punktes P 
der Peripherie findet man, indem man die zum Durchmesser 
AB senkrechte Sehne PQ zieht, M'Q' = MQ macht und 
Q P = $QP parallel zu M G zeichnet. Auf diese Weise 
können die Projektionen beliebig vieler Punkte des Kreises 
bestimmt werden. In der Regel genügt es schon, für eine 
kleinere Anzahl von Punkten die Lage ihrer Projektionen 
zu bestimmen. Man teilt daher zweckmäfsig die Kreis- 
peripherie in etwa 8, 12 oder 16 gleiche Teile ein. 

Es sei KL eine Tangente des Kreises mit dem Be- 
rührungspunkte J\ K' L' sei die Projektion von KL, J* 
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diejenige des Punktes J. Dann liegt J 9 sowohl auf der 
Projektion des Kreises, als auch auf derjenigen der Tan- 
gente K L. Alle anderen Punkte der Projektion des Kreises 
aber liegen aufserhalb K 9 L 9 , und zwar sämtlich auf der- 
selben Seite von K 9 L 9 . Daher ist K 9 TJ Tangente der Pro- 
jektion des Kreises mit dem Berührungspunkte J 9 . 

Um die Projektion von KL zu zeichnen, macht man 
K 9 M = KM und auf der durch O zu A 9 B 9 gezogenen 
Parallelen C L = CL. — Die Berücksichtigung der Lage 
der Projektionen einiger Tangenten ist zweckdienlich für 
die Kontrolle bei der Zeichnung der Projektion des Kreises; 
insbesondere ist es nützlich, die Projektion des Tangenten- 
quadrats EFGH zu beachten, dessen Seite EF\\ AB ist 

Es soll schliefslich noch gezeigt werden, zu welchen 
Punkten der Projektion des Kreises die Tangenten gehören, 
welche senkrecht auf dem Durchmesser A' B' stehen. Denkt 
man sich alle möglichen Tangenten an die Projektion des 
Kreises gezogen, so giebt es darunter immer gerade je 
zwei, die einander parallel sind. Parallel zu A' B' sind die 
in C 9 und D 9 berührenden Tangenten. Jede andere Tan- 
gente bildet mit A' B' einen gewissen Winkel; zwei giebt 
es, die zu A! B' senkrecht sind. Die zu A 9 B 9 senkrechte 
Richtung kann nun ebenfalls angegeben werden durch das 
von C auf A 9 B' gef ällte Lot C N 9 . M' N aber ist die 
Projektion der gleich grofsen Strecke MN\ folglich ist 
C 9 N 9 die Projektion der Verbindungslinie CN, und es 
müssen die zu CN parallelen Kreistangenten BS und TU 
diejenigen Tangenten sein, deren Projektionen zu A f B 9 senk- 
recht sind. Hat man also die Lage der Punkte A 9 B 9 CD' 
festgelegt, so fällt man von O das Lot C N 9 auf A 9 B 9 , 
macht MN=M 9 N 9 , fällt von M das Lot auf CN, welches 
den Kreis in V t und V q trifft und zieht endlich RS und 
TU durch V x bezw. V % parallel zu CN. Macht man dann 
M 9 R 9 = MR und M! T = M T, so sind die zu A 9 B 9 durch 
R 9 und T 9 gezeichneten Senkrechten die gesuchten zu A! B 9 
senkrechten Tangenten der Kreisprojektion. 

4. Die schiefe Parallelprojektion irgend einer 
in einer Horizontalebene gelegenen Kurve läfst sich 
nach demselben Verfahren zeichnen, sobald die Lage der 
Projektion irgend eines Punktes der Horizontalebene gegeben 
ist. Es sei (Fig. 22 a) c die ihrer Gestalt nach gegebene 
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Kurve. Der Punkt A der Kurvenebene habe seine Pro- 
jektion in A' (Fig. 22 b). Dann zieht man in der Kurven- 
ebene durch A die zur Projektionsebene parallele Gerade g, 
sowie in der Projektionsebene durch A f die Projektion g' 
von g. Die Projektion irgend eines Kurvenpunktes, z. B. 
von B, erhält man, wenn man BB x Lg zieht, A* B x = AB X 

!!l I I ! k >*V V\\ l 




Fig. 22. 

macht und durch JB t f unter 45° Neigung gegen g f B x ' B' 
= ±B X B zeichnet. Bestimmt man so die Projektionen von 
beliebig vielen Kurvenpunkten, so ergiebt sich durch Ver- 
bindung der auf einander folgenden Punkte die Projektion 
c' der Kurve o. 



§ 9. Übungsaufgaben. 

1. Es sollen in schiefer Parallelprojektion [v = 45°, 
m = 4] dargestellt werden die folgenden in einer Horizontal- 
ebene gelegenen Gebilde: 

a) ein Quadrat, dessen eine Seite in der Projektions- 
ebene liegt; 

b) ein Quadrat, dessen eine Diagonale der Projektions- 
ebene parallel ist; 

c) ein Parallelogramm, dessen eines Seitenpaar der 
Projektionsebene parallel ist; 

d) ein Parallelogramm, Rechteck, Quadrat, wenn weder 
eine Seite noch eine Diagonale der Projektionsebene 
parallel ist; 

e) ein gleichseitiges Dreieck, dessen eine Seite parallel 
zur Projektionsebene ist; 

f) ein gleichseitiges Dreieck, dessen eine Seite senk- 
recht zur Projektionsebene ist; 

g) ein gleichseitiges Dreieck, dessen eine Seite unter 
45° gegen die Projektionsebene geneigt ist; 

h) ein ungleichseitiges Dreieck in beliebiger Lage; 
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i) ein regelmäßiges Fünfeck, Sechseck, Achteck, Zehn- 
eck mit einer zur Projektionsebene parallelen oder 
senkrechten Seite; 

k) ein aus zwei konzentrischen Kreisen gebildeter 
Kreisring; 

1) ein aus zwei nicht konzentrischen Kreisen gebildeter 
Kreisring; 

m) ein in beliebiger Lage befindliches ungleichseitiges 
Dreieck mit dem umgeschriebenen, dem eingeschrie- 
benen und den angeschriebenen Kreisen. 

2. Es sollen die unter 1) genannten Aufgaben für 
a) v = 30, m=i; b) r = 30°, m = $; c) v = 45°, m=l; 
d) v = 60°, m = ■£ ausgeführt werden. 



§ 10. Schiefe Parallelprojektion von einfachen 

Körpern. 

Es ist jetzt leicht, auch für einfache körperliche Ge- 
bilde, die sich in gewissen, häufig vorkommenden Haupt- 
stellungen der Projektionsebene gegenüber befinden, die 
schiefen Parallelprojektionen zu entwerfen. Wir nehmen 
dabei wieder v = 45°, m = \. 
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Fig. 28. 



1. Schiefe Projektion eines auf einer Horizontal- 
ebene stehenden senkrechten Prismas. Die Grund- 
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fläche sei z. B. ein beliebiges Fünfeck ABCDE von der 
durch Fig. 23 a gegebenen Gestalt, welches zu der Pro- 
jektionsebene im Übrigen eine willkürliche Lage hat. Die 
Höhe des Prismas sei gegeben durch die Strecke FG = h. 
Nachdem die Projektion A! B C D' E der horizontalen 
Grundfläche nach der in § 8, 2 geschilderten Methode 
erhalten ist (Fig. 23 b), erhält man die Projektion 
A ± ' B x ' C/ ZV EJ der oberen Endfläche A x B x C t D x E ± des 
Prismas, wenn man in den Punkten A', B\ C\ Z)', E' senk- 
recht zur horizontalen Richtung der Projektionsebene in der 
letzteren die Strecken A* A x \ B'B X \ CC ± \ D' Zy, E E x f 
sämtlich gleich der gegebenen Prismenhöhe FG = h zeichnet 
und dann die Verbindungslinien zwischen den aufeinander 
folgenden Punkten A x ' y B t f , C/, Zy, E t ' zieht. Die 
Richtigkeit dieser Konstruktion ist dadurch begründet, dafs 
erstens die zur Projektionsebene parallelen Prismenkanten 
sämtlich gleich der Prismenhöhe sind und ferner ihren Pro- 
jektionen längengleich sein müssen. 
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Fig. 24. 



2. Schiefe Projektion einer auf einer Horizontal- 
ebene stehenden Pyramide (Fig. 24). Die Gestalt der 
Grundfläche, auch hier wieder als Fünfeck gewählt, sei ge- 
geben in Fig. 24 a; dort ist auch zugleich die Höhe der 
Pyramide FG==h gezeichnet und ferner zu sehen, dafs 
das von der Spitze S der Pyramide auf die Grundfläche 
gefällte Lot die letztere im Punkte L treffen soll. Die 
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schiefe Projektion A'B'CD'E der Grundfläche A B CD E 
erhält man in bekannter Weise, desgleichen die schiefe 
Projektion L' des Punktes L. Dann zeichnet man noch 
L'S' = FG = h senkrecht zur horizontalen Richtung der 
Projektionsebene und erhält so durch Verbindung von S' 
mit A\ B', (?, 2?', E' die gewünschte Projektion der 
Pyramide. 

3. Schiefe Projektion eines geraden auf horizon- 
taler Ebene stehenden Kreiscylinders. Fig. 25a giebt 
Aufschlufs über die Gröfce der Basis K x und die Höhe 
FG = h des zu projizierenden CyKnders. In Fig. 25b ist 
zuvörderst die schiefe Projektion K x 9 der Grundfläche K x nach 




G 





b) 



Fig. 25. 



dem in § 8, 3 auseinandergesetzten Verfahren hergestellt, 
dann M x f M f ' = FG = h senkrecht zur Horizontalrichtung 
der Projektionsebene gezeichnet und endlich die zu K t ' 
kongruente zweite K % * konstruiert. 

4. Schiefe Projektion eines zur Projektions- 
ebene senkrechten geraden Kreiscylinders (Fig. 26). 
In diesem Falle sind die Cylinderendflächen K x und K % 
parallel zur Projektionsebene, und projizieren sich daher als 
zu K x und K 2 kongruente Kreise IST/ bezw. K 2 mit den 
Mittelpunkten J/,' resp. M % \ Die Strecke M t ' M 2 f der 
Projektion der Cylinderachse ist unter 45° geneigt zur 
^orizontalrichtung der Projektionsebene gezeichnet und ist 
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gleich \M X M^ also gleich der Hälfte der Cylinderachse 
gemacht. 



\Mj 
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Fig. 2 . 



5. Schiefe Projektion eines geraden Kreis- 
kegels, dessen Grundfläche in einer Horizontal- 
ebene liegt. Man erhält die verlangte Projektion, wenn 
man die Projektion K! der Grandfläche K wieder nach 
§ 8, 3 herstellt, dann im Mittelpunkte M' von K' die Kegel- 





Fig. 27. 



höhe M f S' = FG = h senkrecht zur Horizontalrichtung der 
Projektionsebene zeichnet und endlich von S' die Tangenten 
an K! zieht (Fig. 27). Da, wie bei späterer Gelegenheit 
gezeigt werden wird, die hier erhaltene Projektion K' eine 
Ellipse ist, so hat man es zum Schlufs mit der Aufgabe zu 
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thun, von einem Punkte S' aufserhalb der Ellipse K' die 
Tangenten an die Ellipse zu ziehen. Das möge hier, bei 
diesen vorbereitenden Betrachtungen dadurch ausgeführt 
werden, dafs man das Lineal im Punkte S r so anlegt, dafs 
seine Kante die Ellipse möglichst genau berührt. Die 
genaue Lösung der Aufgabe wird an anderer Stelle gegeben 
werden. 

6. Schiefe Projektion eines geraden Kreis- 
kegels mit zur Projektionsebene paralleler Grund- 
fläche (Fig. 28). Für diese Stellung des Kegels wird 
ähnlich verfahren wie bei (4). Es wird um die Projektion M* 
des Mittelpunkts M der Grundfläche K der K kongruente 
Kreis K' gezogen und dann von M f aus unter 45° zur 





Fig. 28. 

Horizontalrichtung der Projektionsebene geneigt die halbe 
Kegelhöhe M' S' = 4 F G = £ h gezeichnet. Der Umrifs 
des Kegels ergiebt sich, wenn noch von S' aus an K f die 
Tangenten gelegt werden. 

7. Schiefe Projektion einer Kugel. Die Kugel 
habe den Durchmesser AB = d. Die gesuchte Projektion 
erhält man, wenn man sich alle diejenigen Kreise projiziert 
denkt, welche auf der Kugel durch Parallelebenen zur 
Projektionsebene ausgeschnitten werden. Jeder dieser Kreise 
hat als Projektion einen kongruenten Kreis. Den Radius 
irgend eines dieser Kreise findet man leicht auf folgende 
Weise: Es sei (Fig. 29a) K der in die Zeichenebene um- 
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gelegte zur Projektionsebene senkrechte Hauptkreis, der 
Kugel Die itn. Abstände MN vom Mittelpunkt 3f aenkreeht 
zum horizontalen Durchmesser CD dieses Kreises K gelegte 
Ebene schneidet die Kugel in einem zur Projektionsebene 
parallelen Kreise K, dessen Radius die in N auf CD er- 
richtete Senkrechte NO ist (Fig. 29a). Bezeichnet nun in 
Fig. 29b M' die Lage der Projektion des .Kugelmittelpunkts 
und A'B' die Projektion des zur Projekttonsebene parallelen 
Kngeldnrchmessers A B, so hat man zunächst in M' unter 
45* Neigung gegen A'B die Projektion CD' des zur 
Projektionsebene senkrechten Durchmessers CD in halber 
Grdfse zu zeichnen. Dann trägt man auf M' C die Strecke 
M' N' = ^MN ab und zeichnet um N' mit dem Radius 
NO den Kreis K\ welcher die Projektion des Kreises K 




darstellt Fuhrt man dieses Verfahret) für hinreichend viele 
Kreise durch, so ergiebt sich die in Fig. 29b zur An- 
schauung gebrachte Projektion der Kugel. 

Anstatt die zur Projektionsebene parallelen Kreis- 
schnitte zu projizieren, kann man auch das System der za 
einer Horizontalebene parallelen und demnach zur Pro- 
jektionsebene senkrechten Kreisschnitte in bekannter Weise 
bestimmen, was indessen umständlicher ist als das soeben 
geschilderte Verfahren. 
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§ 11. Wert der schiefen Parallelprojektion. — 
Regel über die verschiedene Art des Ausziehens 

von Linien. 

Durchmustert man die im § 10 gegebenen einfachen 
Beispiele von schiefen Parallelprojektionen, so erkennt man, 
dafs in allen behandelten Fällen durch Anwendung der 
schiefen Parallelprojektion ein recht anschauliches ebenes 
Bild des betreffenden Körpers gewonnen wird. Es treten 
nicht nur die Höhen- und Breitenverhältnisse, sondern auch 
die Tiefenverhältnisse klar hervor. Als wesentlichstes 
Moment ist bei der schiefen Parallelprojektion der Umstand 
anzuschlagen, dafs alle mit der Projektionsebene parallelen 
Figuren, sofern der Mafsstab ungeändert geblieben ist, in 
ihrer wahren Gestalt und Gröfse abgebildet werden. Bei 
geändertem Mafsstabe werden solche Figuren durch ihnen 
ähnliche abgebildet Auf Grund dieser Thatsache wird man, 
um von einem in schiefer Parallelprojektion darzustellenden 
Gegenstande ein möglichst wahrheitsgetreues Bild zu er- 
halten, die Projektionsebene von vom herein so wählen, 
dafs eine der hauptsächlichsten Ebenen des Gegenstandes 
ihr parallel ist. 

Daneben aber sind bei der Würdigung der schiefen 
Parallelprojektion auch zwei nicht unwesentliche Mängel im 
Auge zu behalten. Zuerst mufs beachtet werden, dafs eine 
durch schiefe Parallelprojektion erhaltene Abbildung nur 
dann einen der Wirklichkeit entsprechenden Eindruck des 
dargestellten Gegenstandes gewährt, wenn man die Ab- 
bildung in der Richtung der schief auf die Projektionsebene 
fallenden Projektions- oder Sehstrahlen betrachtet. Sobald 
das nicht geschieht, sobald man also eine solche Abbildung 
in gerader Ansicht betrachtet, ist der erzielte Eindruck stets 
ein fehlerhafter. Immer aber bleibt auch bei richtiger Seh- 
richtung der Nachteil bestehen, dafs das Auge des Be- 
schauers sich, wie es wegen des unendlich fern gelegenen 
Projektionszentrums eigentlich verlangt werden mufs, nicht 
aus dem Bereich der Endlichkeit entfernen kann. 

Was den Winkel a betrifft, unter dem die Projektions- 
strahlen die Bildebene treffen, so wird die Gröfse desselben 
durchaus abhängen von dem besonderen Zweck, den man 
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bei Herstellung einer schiefen Parallelprojektion gerade ver- 
folgt. Will man aus der Abbildung auch die richtigen 
Tiefenmafse entnehmen können, ohne dafs man erst nötig 
hat, das Projektionsverhältnis zu berücksichtigen,- so mufs 
man bekanntlich m— 1 (s. &. 19), also cotg a = l, d.Ti. 
a — 45° wählen. Im anderen Falle nimmt man, damit das 
Bild nicht zu sehr verzerrt erscheint, m < 1, und daher 
a > 45° und < 90°. Für m = ± ergiebt sich aus cotg a = ± 
der Wert a = 63°26 r ; für m = \ wird aus cotg a=-| 
der Winkel a = 71° 34', für m = ^ endlich aus cotg a = \ 
a = 75°58' bestimmt. Man sieht daraus, dafs sehr be- 
deutende Unterschiede in der Strahlenrichtung durch die 
genannten besonderen Annahmen nicht bedingt werden, so 
dafs es ziemlich belanglos ist, ob man sich für die Wahl 
des einen oder anderen Projektionsverhältnisses entscheidet. 
Es mag hier erwähnt sein, dafs z. ß. bei Darstellung von 
Krystallformen meist m = -J gewählt wird. 

Im Anschlufs an die im vorigen Paragraphen gebrachten 
Darstellungen ist aber noch eine zweite ergänzende Be- 
merkung zu machen. Es wird dem Leser nicht entgangen 
sein, dafs in jenen Zeichnungen die verschiedenen Linien teils 

voll ausgezogen ( ), teils punktiert ( ) 

und teils endlich lang und dünn gestrichelt ( ) 

sind. Dieser Unterschied ist darin begründet, dafs die voll 
ausgezogenen Linien bei der angenommenen Stellung des 
Auges für den Beschauer sichtbar sind, während die punktierten 
Linien immer solche Linien darstellen, welche durch andere 
zwischen ihnen und dem betrachtenden Auge gelegene Teile 
des dargestellten Körpers verdeckt werden und daher unter 
diesen Umständen von dem Beschauer nicht gesehen werden 
können. Die gestrichelten Linien hingegen sollen stets 
Hülfslinien vorstellen, die lediglich dem Zweck der Kon- 
struktion dienen und demnach nicht selbst Abbildungen von 
Teilen des dargestellten Körpers sind. 

Die hier gegebenen Festsetzungen werden auch in der 
Folge prinzipiell beachtet werden. 
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§ 12. Übungsaufgaben. 

Zeichne in schiefer Parallelprojektion (v = 45°, m == ^) : *) 

1. einen Würfel mit horizontaler Grundfläche, wenn 
eine Seitenfläche der Projektionsebene parallel ist; 

2. ein regelmäfsiges sechsseitiges Prisma mit horizontaler 
Grundfläche, wenn eine Grundkante zur Projektions- 
ebene senkrecht steht; 

3. ein regelmäfsiges Tetraöder, dessen eine Fläche in 
der Projektionsebene liegt und eine horizontale 
Kante hat; 

4. eine regelmäfsige achtseitige Pyramide mit hori- 
zontaler Basis, wenn keine Grundkante der Pro- 
jektionsebene parallel ist; 

5. einen geraden vierseitigen Pyramidenstumpf mit 
quadratischer Grundfläche in beliebiger Stellung; 

6. einen schiefen Cylinder mit kreisförmiger, zur Pro- 
jektionsebene paralleler Grundfläche und beliebiger 
Höhe, wenn die Lage der Projektion des Basis- 
mittelpunktes sowie diejenige des Fufspunktes des 
Lotes, das vom Mittelpunkte der anderen Endfläche 
auf die Basis getällt wird, bekannt ist. 

7. einen schiefen Kreiskegel mit horizontaler Grund- 
fläche, wenn der Neigungswinkel der Kegelachse 
gegen die Grundfläche und aufser der Lage der 
Projektion des Basismittelpunkts diejenige des Fufs- 
punkts der Kegelhöhe bekannt ist. 

8. einen geraden Kegelstumpf mit horizontaler, kreis- 
förmiger Basis, dessen obere Endfläche in ihrem 
Mittelpunkte von einer Kugel gleichen Durch- 
messers berührt wird. 

9. einen auf der Spitze stehenden geraden hohlen 
Kreiskegel mit horizontaler Endfläche, in welchen 
eine Kugel von kleinerem Radius hineingelegt ist; 

10. eine Kugel mit eingeschriebenem Würfel, wenn eine 
Seitenfläche desselben horizontal liegt und ihre eine 
Diagonale zur Projektionsebene parallel ist; 



*) Die Auswahl der Gröfse der gegebenen Stücke bleibt dem 
Leser überlassen. 
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11. eine Kugel mit umgeschriebenem regelmäfsigem 
sechsseitigen geraden Prisma, wenn die Basis des 
Prismas auf der Projektionsebene senkrecht steht 
und eine zur Projektionsebene parallele Kante hat. 

12. zwei einander von aufsen berührende Kugeln, 
wenn die Verbindungslinie der Mittelpunkte a) zur 
Projektionsebene parallel, b) zur Projektionsebene 
senkrecht ist 



IL Abschnitt 



Darstellung des Punktes, der Geraden und 
der Ebene in gerader Parallelprojektion. 



§ 13. Die gerade Parallelprojektion des Punktes 

auf eine Ebene. 

Projiziert man einen Punkt P durch einen zur horizontal 
angenommenen Projektionsebene IT senkrechten Strahl auf n 
(Fig. 30 a), so ist der Schnittpunkt P' des Projektionsstrahles 
mit n die Projektion von P. Durch P ist P völlig be- 
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stimmt, nicht aber umgekehrt durch P auch die genaue 
Lage von P (s. § 3). Soll das Letztere der Fall sein, so 
mufs vielmehr noch angegeben werden, in welchem Ab- 
stände von P f der Raumpunkt P auf dem Projektionsstrahle 
liegt. Ist dieser Abstand a in einer bestimmten Längen- 
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einheit, etwa in Millimetern (mm), gegeben, so kann es noch 
zweifelhaft sein, ob der Punkt P auf dem Projektionsstrahle 
oberhalb oder unterhalb der Projektionsebene liegt. Diese 
Unsicherheit kann durch die Festsetzung gehoben werden, 
dafs jeder oberhalb der Projektionsebene . gelegene Raum- 
punkt einen „positiven", jeder unterhalb der Projektions- 
ebene gelegene Raumpunkt dagegen einen „negativen" 
Abstand von der Projektionsebene besitzen soll; jeder in 
der Projektionsebene gelegene Raumpunkt hat, wie selbst- 
verständlich ist, den Abstand „0" von der Projektionsebene. 
Fügt man dieser Festsetzung gemäfs jedem Punkt der 
Ebene n die mit dem richtigen Vorzeichen versehene Mafs- 
zahl des Abstands des betreffenden zugehörigen Raumpunkts 
hinzu, so ist man jederzeit in der Lage, sich ein klares 
Bild über die gegenseitige räumliche Lage einer Anzahl von 
Punkten zu verschaffen (Fig. 30 b). 

Indessen ist auch sofort einleuchtend, dafs, sobald die 
Anzahl der in Betracht zu ziehenden Punkte, welche das 
projizierte Gebilde bestimmen, eine schon etwas" gröfsere 
ist, dann auch sehr leicht diese Art, durch gerade Projektion 
auf eine Projektionsebene ein Gebilde darzustellen, nur mit 
Mühe zu übersehen ist und dabei an dem Hauptmangel 
leidet, dafs nicht etwa wie bei der schiefen Parallelprojektion 
ein die Höhen-, Breiten- und Tiefenverhältnisse zugleich 
wiederspiegelndes Bild gewonnen wird. Aus diesem Grunde 
ist die Verwendung einer einzigen Projektionsebene nur 
eine beschränkte. 

Besonders wird sie benutzt bei Terraindarstellungen. 
Die Projektionsebene hat dabei stets horizontale Lage. Die 
den Punktprojektionen in diesem Falle beigefügten Zahlen, 
welche die betreffenden Höhen- oder Tiefenlagen angeben, 
heifsen „Koten", die Projektionen selbst „kotierte Pro- 
jektionen". 



§ 14. Zwei Projektionsebenen. — Grundrifs nnd 

Aufrifs. 

Bei der Darstellung technischer Objekte werden meist 
zwei zu einander senkrechte Projektionsebenen n t und 77 a 
benutzt, deren eine, IT 1} stets horizontal gewählt wird und 
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die Benennung „Horizontalebene" oder „erste Pro- 
jektionsebene* führt Die andere /7 2 tnafs dann vertikal 
sein und Reifst „Vertikalebene" oder „zweite Pro- 
jektionsebene« (Fig, 81). Die Schnittlinie OX von 77, 
und 77, heifst „Achse" der Projektionsebenen. Sie teilt 
jede der beiden Projektionsebenen in zwei Halbebenen. 
Die beiden Teile von 77, unterscheide^ wir ab „vordere " 
(0 X B x H % ) und „hintere" {OXH s fl 4 ) Hälfte der Horizontal- 
ebene, diejenigen von 77, als „obere" (0 X V t V t ) und 
„untere" (O X V Q V 4 ) Hälfte der Vertikalebene. Der ganze 




Fig. 31. 

unendliche Raum wird durch die beiden Ebenen 77, und 77 2 
in vier „Quadranten" geteilt; der „erste" Quadrant wird 
von OXH t H % und OXV x F Q , der zweite von OXE^H^ 
und OXV x V^ der dritte von OXH.H^ und OXV z V„ 
der vierte von OXH 1 H^ und X P 8 V A begrenzt. Scheitel- 
quadranten sind einerseits der erste und dritte, andererseits 
der zweite und vierte Quadrant. 

Sämtliche zu n x gehörigen Projektionsstrahlen stehen 
senkrecht auf 77, und sind daher parallel zu 77 2 ; ebenso 
müssen alle zu 77 9 gehörigen Projektionsstrahlen, weil sie 
senkrecht auf 77 2 stehen, parallel zu 77, sein. 
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Durch jeden Punkt P des Baumes gehen stets zwei 
Projektionsstrahlen, deren eiuer senkrecht auf /7 19 deren 
anderer senkrecht auf 77 t steht. Die Schnittpunkte P 1 und 
P % dieser beiden Strahlen mit den zugehörigen Projektions- 
ebenen sind die beiden Projektionen des Punktes P; und 
zwar bezeichnen wir P 1 als „Horizontalprojektion" oder 
„erste Projektion" oder „Grundrifs", P 8 dagegen als 
„Vertikalprojektion" oder „zweite Projektion" oder 
„Aufrifs" des Punktes P. 

Die Strecken PP 1 und PP 9 stellen die Abstände des 
Punktes P von der Horizontalebene bezw. Vertikalebene dar 
und mögen mit d t bezw. d % bezeichnet werden. Bezüglich 
des Abstandes d x setzen wir nun fest, um Zweideutigkeiten 
zu vermeiden, dafs d x positiv oder negativ zu rechnen ist, 
je nachdem der betreffende Raumpunkt P oberhalb oder 
unterhalb der Horizontalebene liegt; für alle Punkte der 
Horizontalebene selbst ist d x = 0. Ganz entsprechend wird 
d % positiv oder negativ gerechnet, je nachdem der Raam- 
punkt P vor oder hinter der Vertikalebene liegt; für alle 
Punkte der Vertikalebene ist d t = 0. 

Hiernach sind die Punkte der einzelnen Quadranten 
durch folgende Vorzeichenkombinationen von einander unter- 
schieden: 



1. Quadrant: 



2. Quadrant: -f-«^; — d 8 ; 



d i\ 4-4 



3. Quadrant: — d x ; — 4,; 

4. Quadrant: — d x \ -f-di? 

wobei jetzt d t und d % die absoluten Mafszahlen der Ab- 
standslängen bezeichnen. 

An den Grenzen der einzelnen Quadranten mufs der 
eine oder andere Abstand oder jeder von beiden gleich Null 
sein; es ergeben sich folgende Fälle: 

1. vordere Hälfte der Horizontalebene: 0; 4"^a? 

2. hintere Hälfte der Horizontalebene: 0; — d 2 ; 

3. obere Hälfte der Vertikalebene: +^i> 0> 

4. untere Hälfte der Vertikalebene: — d x \ 0; 

5. die Achse OX: 0; 0. 

Die durch die beiden Projektionsstrahlen PP X und 
PP 9 (Fig. 31) bestimmte Ebene steht sowohl auf n ± als 
auch auf 77, senkrecht und schneidet n t in P P tJ tf* in 
P P t} wenn P den Schnittpunkt jener Ebene mit der 
Achse OX bezeichnet. Da die ebene Figur PP 1 P P i ein 
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Rechteek igt, ist P P 1 =P 9 P und P P 9 = P x P, was den 
einfachen, aber wichtigen Satz liefert: 

„Der Abstand des Raumpunktes von der 
Horizontalebene bezw. Vertikalebene ist 
gleich dem Abstände seines Aufrisses bezw. 
Grundrisses von der Achse." 

Will man die vorläufig in räumlich von einander ver- 
schiedenen Ebenen gelegenen Projektionen P und P 9 des 
Punktes P in einer einzigen, nämlich der Zeichen- 
ebene darstellen, so ist es zweckmäfsig, wieder anzunehmen, 
dafs die Zeichenebene identisch ist mit der Vertikalebene. 
Läfst man dann die Horizontalebene eine Vierteldrehung 
um die Achse im Sinne der Pfeilrichtungen (Fig. 31) aus- 
führen, so kommt der 
y i%L~ ftGL) vordere Teil der Hori- 
zontalebene zur Deckung 
mit dem unteren Teil der 
Vertikalebene, der hintere 
Teil der Horizontalebene 
dagegen mit dem oberen 
Teil der Vertikalebene. 
Jeder Punkt der Hoii- 
zontalebene beschreibt 
bei dieser Drehung einen 
Viertelkreis, dessen Ra- 
dius der Abstand des be- 
treffenden Punktes von 
der Achse ist und dessen 
Mittelpunkt auf der Achse 
liegt; die Ebene dieses 
Viertelkreises steht senk- 
recht zur Achse. Es ge- 
langt also die Projektion 
P x des Punktes P durch 
die Vierteldrehung in die neue Lage P x ; der Punkt P t gehört, 
wie aus dem eben Gesagten hervorgeht, gleichfalls der durch 
P, Pj und P 9 bestimmten zur Achse senkrechten Ebene an; 
ferner ist P l P ±OX; folglich müssen, da P, auch in 
der Zeichenebene liegt, die drei Punkte P 1? P , P, 
auf einer zur Achse OX senkrechten Geraden liegen. 
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Die durch die Vierteldrehung der Horizontalebene er- 
haltenen Verhältnisse veranschaulicht Fig. 32. Dort stellt 
OXH A H^ die vordere Hälfte der Horizontalebene vor, die 
infolge des Zusammenfallens mit der darunter liegenden 
unteren Hälfte der Vertikalebene auch mit OXV s V A be- 
zeichnet werden kann. Oberhalb der Achse OX liegt die 
obere Hälfte der Vertikalebene OXV t V %f welche die da- 
hinter liegende hintere Hälfte der Horizontalebene OXH^H A 
deckt. 

Da wir im Folgenden meistens daran festhalten, alle 
zu projizierenden Gebilde im ersten Quadranten 
gelegen anzunehmen, so brauchen wir im allgemeinen 
nur die vordere Hälfte der Horizontalebene tmd die obere 
Hälfte der Vertikalebene zu berücksichtigen. Dann genügt 
es also, zu wissen, dafs das oberhalb der Achse OX ge- 
legene Feld der Zeichenebene die Vertikalebene 77 3 , dafs 
hingegen der unterhalb X gelegene Teil der Zeichenebene 
die Horizontalebene II X vorstellt. 

Die räumliche Lage des zu den beiden Projektionen 
P 1 und P 8 gehörigen Raumpunkts P findet man, wenn man 
in P 2 auf der vertikal gehaltenen Zeichenebene das Lot 
P t P=P P t errichtet. 



§ 15. Hinznnahme einer dritten Projektionsebene. — 

Der Seiten- oder Kreuzrifs. 

Sind die Projektionen P t und P % eines Baumpunkts P 
der Lage nach gezeichnet gegeben, so ist cjamit auch die 
Lage des Baumpunktes P völlig bestimmt. Sobal4 man 
jedoch nur die Gröfse der Abstände d ± = P P % und 
</ 2 = P P ± des Punktes P von den Ebenen n x und 77, 
kennt, ohne dafs die Lage von P i und P 2 angegeben ist, 
ist diejenige von P noch nicht hinreichend bestimmt. Denn 
den Abstand d, von der Ebene n x haben alle Punkte, 
welche in der im Abstände d x zu 77, parallelen Ebene E x 
liegen; den Abstand d 2 von //, haben alle Punkte der im 
Abstände d 2 zu 77 2 parallelen Ebene E 2 (Fig. 33). Folglich 
haben alle Punkte der Durchschnittsgeraden CD = g der 
Ebenen. E x und E 2 sowohl den Abstand d ± von II t als 
auch den Abstand d, von n % . 
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Um nun für diesen Fall, wo nur die Abstände von den 
Projektionsebenen als gegeben angenommen waren, die Un- 
bestimmtheit der Lage des Raumpunkts zu beseitigen, nimmt 
man zweckmäßiger Weise noch eine dritte Projektions- 
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ebene Z7 8 zu den beiden bereits eingeführten Ebenen IJ X 
and n 9 hinzu, die man dann als „Seitenebene" oder 
„Kreuzrifsebene" bezeichnet. 

In der Regel wählt man diese neue Ebene J7 8 (Fig. 34) 
so, dafs sie sowohl senkrecht auf TJ 1 als auch senkrecht 




Fig. 84. 



auf /7 a steht. Sie schneidet die Ebenen fl t und n 9 bezw. 
in den Achsen OY und OZ. Die drei Achsen OX, OY 
und OZ stehen sämtlich aufeinander senkrecht. Das von F 
auf /7 8 gefällte Lot trifft 77 8 in der „^dritten Projektion" P t 
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des Punktes P, welche man auch als „Seitenrifs" oder 
„Kreuzrifs" von P bezeichnet. Den Abstand PP S nennen 
wir d s . Die durch d x und </, bestimmte Ebene ist parallel 
// n und trifft OX in P ; die durch d t und d 3 gelegte 
Ebene ist parallel 77, und trifft Y in Q ; die Ebene durch 
d f und <L endlich ist parallel zu n x und schneidet die 
Achse OZ in R . Die drei auf den Achsen gelegenen 
Strecken OP OJ OQ , OR sind wegen der Parallelität der 
eben genannten 3 Ebenen zu den Projektionsebenen bezw. 
gleich d z1 d^j d l . Kennt man diese Achsenabschnitte, so 




Fig. 85. 

ist die Lage des Punktes P im Räume völlig eindeutig 
bestimmt, sobald die Lage der drei Projektionsebenen fest- 
gelegt ist. Daher nennt man diese drei die Lage des 
Punktes P charakterisierenden Strecken mit einem besonderen 
Namen die „Koordinaten" des Punktes P und bezeichnet 
sie in der Regel mit x (= d 8 ), y (= d q ) und z (= d x ). Sinn- 
gemäfs spricht man von der .X-, Y- und Z-Achse. 

Da die acht Punkte 0, P , P x , Q , P 8 , P, P 2 , R die 
Eckpunkte eines rechtwinkligen Parallelepipedums sind, so 
findet man, sobald die Koordinaten x, y, z des Punktes P 
der Länge nach gegeben sind, die Lage von P im Räume 
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dadurch, dafs man OP = x, 0<? =y, Ö2L=* macht 
nnd P als Diagonalecke des durch OP 01 OQ > OR be- 
stimmten rechtwinkligen Parallelepipednms konstruiert. 

Die Abstände des Raumpunktes P von den drei Achsen 
sind PP = a y PQ =zb 7 PR = c. Diese drei Strecken 
aber sind bezw. gleich den in den Projektionsebenen n v 
TI 9 , n x gelegenen Strecken OP SJ OP„ OP x . 

Legt man nun wieder die Horizontalebene n x durch 
Vierteldrehung um OX und die Seitenebene 77 8 durch Viertel- 
drehung um OZ in die Zeichenebene um, so kann man in 
der Zeichenebene sowohl die drei Abstände eines beliebigen 
Raumpunkts P . von den drei Projektionsebenen, als auch 
seine Abstände von den drei Achsen in der aus Fig. 35 
ersichtlichen Weise darstellen. Diese Darstellung zeigt, dafs 
die erste und zweite Projektion von P auf einer 
Senkrechten zur X-Achse, die zweite und dritte 
Projektion auf einer Senkrechten zur Z-Achse 
liegen, und dafs ferner P P t = OQ = OQ '= R P S sowie 
P P % = Oß Q = Q Q 'P B ist. 



§ 16. Bemerkungen zur Darstellung des Punktes. 

Im Anschlufs an die Darstellung des Punktes durch 
seine geraden Projektionen auf drei zu einander senkrechte 
Ebenen sind noch einige Bemerkungen am Platze, die sich 
auf gewisse hiermit zusammenhängende einfache Aufgaben 
beliehen. Die einfachste Bestimmung der Lage der Pro- 
jektionen P v P %7 P s erfolgt durch Angabe der Längen der 
Achsenabschnitte (Koordinaten) x, y, z. Leicht bestimmbar 
ist die Lage von P 17 P 2 , P s indessen auch, wenn nur zwei 
Koordinaten und ein nicht durch sie schon mitbestimmter 
Achsenabstand, also z. B. x, y und a, oder wenn eine 
Koordinate und zwei Achsenabstände, z. B. x und 6, c 
gegeben sind. Hiernach ergeben sich zunächst folgende 
16 Bestimmungsweisen von P,, P 9 , P 8 durch: 

2) x, y, a; 3) *, y, i; 4) x, z, a; 5) x } z 7 c; 6) y, z, b\ 

7) y, *, *; 

8) x,a, i; 9) x t a, c; 10) x, b, c; 11) y, a, 6; 12) y, a, c; 
!3)y> b > c i H) h a j b i 15) *, a, c; 16) z, b 7 c. 
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Für jeden dieser Fälle ist die Konstruktion sofort ge- 
geben. 

Es erübrigt indessen noch 17) die Bestimmung der 
Projektionen P^P ti P^ ans den drei Achsenabständen a, b, c. 
Von den verschiedenen in diesem Falle möglichen Konstruk- 
tionen geben wir hier diejenige, welche sich im Anschlnfs 
an die bisherigen Betrachtungen unmittelbar darbietet. 

Zieht man (Fig. 36 a) die Strecken Q M 0J E P , P Q , 
so sind dieselben wegen der Gleichheit der Diagonalen im 
Rechteck bezw. gleich a, 6, e. Folglich ist das Dreieck P Q R 
konstruierbar. Da P Q und P x sich in S gegenseitig 
halbieren, ist SR die zu P Q gehörige Mittellinie t und 
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Fig. 36. 



daher bekannt. Dann ist aber auch OR n = z als Kathete 



o 



des rechtwinkligen Dreiecks SOR konstruierbar, da die 



c. 



Hypotenuse t und die andere Kathete SO =-^- bekannt sind. 

Somit ist unsere Aufgabe zurückgeführt auf einen der oben 
unter (14) bis (16) genannten Fälle. Die Hilfskonstruktion 
ist in Fig. 36 b ausgeführt. 



§ 17. Darstellung der Geraden. 

Die Projektionen einer beliebigen Geraden g erhält 
man, wenn man sämtliche Punkte von g auf jede der 
Projektionsebenen projiziert. Dann erhält man in jeder 
Projektionsebene im Allgemeinen wieder eine Gerade. Jede 
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dieser Geraden ist aufzufassen als die Schnittgerade der 
betreffenden Projektionsebene mit der senkrecht zu ihr durch 
die Gerade g gelegten projizierenden Ebene. 

Nehmen wir zunächst einmal zwei Projektionsebenen 11 t 
und IJ 2J so erhält man zwei Projektionen g t und & von g 1 
die wir wieder als „erste Projektion" (Horizontal- 
projektion, Grundrifs) und „zweite Projektion" 
(Vertikalprojektion, Aufrifs) von einander unter- 
scheiden. 

Die Gerade g mufs ferner, wenn sie weder zu 

n x noch zu n % parallel 
ist, jede der beiden 
Projektionsebenen in je 
einem Punkte treffen. 
Den Schnittpunkt S' von 
g mit /7j bezeichnen 
wir als „erste Spur" 
(Horizontalspur), den 
Schnittpunkt S" von g 
mit 77, als „zweite 
Spur" (Vertikalspur) 
der Geraden #. (Fig. 37.) 
Die erste bezw. zweite 
Spur ist der Schnitt- 
punkt der Geraden g 
mit ihrer ersten bezw. 
zweiten Projektion. 
Die erste Spur S' fällt mit ihrer ersten Projektion S ± ' 
zusammen; ihre zweite Projektion S 9 ' liegt auf der Achse. 
Analog fällt die zweite Spur S" mit ihrer zweiten Projektion 
S 2 " zusammen, während ihre erste Projektion S t n auf die 
Achse fällt. 

Ist die Lage der ersten und zweiten Spur bekannt, so 
braucht man, um die Projektionen der Geraden g zeichnen 
zu können, nur die zweite Projektion <S 2 ' von £', sowie die 
erste Projektion S x " von S" zu konstruieren. Dann ist die 
erste Projektion g x von g die Verbindungslinie von S' und 
S t " f die zweite Projektion g t von g die Verbindunglinie von 
S" und S 2 \ 

Wird die Ebene U x in die Zeichenebene durch Viertel- 
drehung um die Achse umgelegt, so erhält man die durch 




Fig. 37. 



§ 17, Darstellung der Geraden« 



49 




&<& 



Fig. 88. 



Fig. 38 gegebene Darstellung, bei welcher die Ebenen n ± 
und 77 8 dieses Mal aufserhalb der Achse Ol nicht be- 
sonders abgegrenzt erscheinen. 

Nimmt man zu den beiden 
Projektionsebenen n x und 77 2 
noch die Seitenebene 77 8 hinzu, 
so ergiebt sich der Seitenrifs 
oder die dritte Projektion g 8 
von g als Schnitt von 77 8 mit 
<ler durch g senkrecht zu 77 8 ge- 
legten projizierenden Ebene, in 
welcher natürlich auch die 
dritten Projektionen von S> und 
S" liegen, und zwar ist S 8 ' der 
Schnittpunkt von g s mit der 
Y-Achse, S 8 " der Schnittpunkt 
von g 8 mit der Z-Achse. Fig. 39 a 
zeigt diesen Sachverhalt in schiefer Parallelprojektion, 
Fig. 39 b (f. S.) bei umgelegter Horizontal- und Seitenebene. 
Hierbei ist die Anordnung so getroffen, dafs die Gerade g 
von der Horizontalebene n x ansteigend zuerst die Vertikal- 
ebene 77, schneidet und 
erst im weiteren Verlaufe 
hinter der Ebene 77, die 
Seitenebene 77 8 trifft. Die 
dritte Spur S'" der Ge- 
raden g fällt daher nicht 
mehr in den vor 77, 
liegenden Baumteil und ist 
deshalb als unter diesen jg- 
Umständen nicht sichtbar 
für den vor 77, befindlich 
gedachten Beschauer fort- 
gelassen. Man erhält S'" 
in Fig. 39 a als Schnitt- 
punkt der Geraden g mit der dritten Projektion g 8 . 

Eine andere Anordnung giebt Fig. 40 a und b (f. S.) 
wieder, wo die Gerade g von der Ebene 77 t aufsteigend zuerst 
die Seitenebene 77 8 und dann bei weiterer Fortsetzung die 
Ebene 77, durchsetzt. Denken wir uns den Beschauer wieder 
in dem vor 77, und oberhalb 77 t liegenden Baumteil, zu- 

dohröder, Darstellende Geometrie. 4 




Fig. 89a. 
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gleich aber links von Z7 8 , so entzieht sich in diesem Falle 
die Spur S" der Ansicht and ist daher nicht mitgezeichnet. 

z 




Die soeben gegebenen Darlegungen sind unter der 
Voraussetzung gemacht, dafs die Spuren S', S", S'" der 
Geraden g drei gänzlich von einander verschiedene Punkte 
sind. 




Fig. 40 a. 



Es kann jedoch auch eintreten, dafs zwei der Spuren 
oder alle drei in einen Punkt zusammenfallen. Das 



§ 17. Darstellung; der Geraden. 
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ist nur möglich, wenn die Gerade eine oder mehrere Achsen 
schneidet, da die Projektionsebenen nnr längs der Achsen 
gemeinsame Punkte haben. 

z 




Wird nur eine Achse von g geschnitten, so sind im 
ganzen drei Fälle möglich. In Fig. 41a schneidet g die 
X-Achse, in Fig. 41b die Y-Achse, in Fig. 41c die Z- Achse. 




Schneidet g zwei Achsen, z. B. die X-Achse und die 
F-Achse, so mufs g ganz in der von diesen beiden Achsen 

4* 
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bestimmten Ebene, also in 77, liegen; es ist das ein be- 
sonderer Fall der zu n x parallelen Lage der Geraden g. 
Wir gehen darauf im nächsten Paragraphen ein. 

2 




Werden alle drei Achsen von g geschnitten, ohne dafs g 
selbst in irgend einer der Projektionsebenen liegt, so mufs g 
irgend eine Gerade des Raumes sein, welche durch den 

z 





Achsenschnittpunkt geht. In diesem Falle (Fig. 42) liegen 
sämtliche drei Spuren S\ S", S" r im Punkte 0. 
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§ 18. Die zu einer Projektionsebene parallele 

Gerade. 

Ist die Gerade g einer Projektionsebene etwa n ± 
parallel, so ergiebt sich, soweit man auch g verlängert, kein 
im Endlichen gelegener Schnittpunkt von g mit IT 17 also 
keine im Endlichen befindliche Spur £'. Will man dennoch 
auch in diesem Falle an dem Vorhandensein einer ersten 
Spur festhalten, so kann man nur annehmen, dafs sie in 
unendlicher Feme liegt. Ist g zu 77 2 oder 77 8 parallel, so 
liegt S" bezw. S'" unendlich fern. 

Wir sprechen daher den Satz aus: 

„Ist eine Gerade einher der Projektions- 
ebenen parallel, so liegt ihre Spur auf dieser 
Ebene unendlich fern." 

Wenn g nur der Ebene n x parallel ist, so liegen 
natürlich die Spuren S" und S'" im Endlichen (Fig. 43 a). 




Fig. 48 a. 

Da sämtliche Punkte von g den gleichen Abstand von n t 
haben, müssen auch die zweiten und dritten Projektionen 
aller dieser Punkte den gleichen Abstand von der X-Achse 
bezw. Y-Achse haben; d. h. die zweite und dritte Projektion 
der Geraden g sind der X-Achse bezw. F- Achse parallel 
und stehen daher auf der Z- Achse senkrecht; die erste 
Projektion g x von g ist der Geraden g selbst parallel (s. § 5). 
Sind TJ X und n s in die Zeichenebene umgelegt, so 
liegen g 2 und # a in einer zur Z-Achse senkrechten Geraden, 
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während g x die Richtung der Geraden g veranschaulicht 
(Fig. 43b). 

z 




Ist g || n % (Fig. 44), so giebt g % die Richtung der 
Geraden g wieder, g t und g s stehen senkrecht auf der 
Y-Achse und sind der X-Achse bezw. Z- Achse parallel. 
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Fig. 44. 
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Wenn g || /7 8 ist (Fig. 45), so hat g z die Richtung der 
Geraden g] g x und g % stehen senkrecht auf der X-Achse 
und sind bezw. der Y-Achse und Z-Achse parallel. 
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§ 19. Die zu zwei Projektionsebenen parallele 
(oder zu einer Projektionsebene senkrechte) Gerade. 

Sobald eine Gerade g zu zweien der drei Projektions- 
ebenen, etwa zn 77 1 und 77 9 , parallel ist, mufs sie senkrecht 
zur dritten, also hier senkrecht zu 77 Ä sein. In diesem Falle 
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werden n x und 77 9 von der Geraden g im Endlichen nicht 
getroffen; die Spuren S' und S" liegen unendlich fern, und 
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Fig. 48. 



die Projektionen g x und g 2 sind der X-Aehse parallel, 
während die dritte Projektion g 8 von # ein Punkt, nämlich 
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die Spur S f " ist (Fig. 46 a und b). — Die Figuren 47 
und 48 stellen die beiden anderen Fälle dar: 1) gX&tr 
2) <7±77 8 und bedürfen keiner weiteren Erläuterung. 



§ 20. Bestimmung der Spuren aus den Projektionen. 

Sind die Projektionen g ty g 2 , g s einer Geraden g ge- 
geben (Fig. 49a und b), # so findet man die Spuren S', S", S" r 
leicht durch folgende Überlegung: Da S' ein der Geraden g 
und der Ebene n t gemeinschaftlicher Punkt ist, so mof& 
seine zweite Projektion sowohl auf der zweiten Projektion g^ 

x 



s w s? m 




Y • 

Fig. 49 a. 

der Geraden g als auch auf der X-Achse liegen. Seine 
dritte Projektion mufs erstens auf # 8 , zweitens auf der 
Y-Achse liegen. Um daher S' zu erhalten, errichtet man 
im Schnittpunkt von g 2 mit der X-Achse auf dieser das 
Lot, welches g ± in S' trifft. Ganz entsprechend erhält man 
S' ', wenn man im Schnittpunkte der ersten Projektion g^ 
mit der X-Achse auf der letzteren das Lot errichtet und 
dieses bis zum Schnittpunkt mit g 2 verlängert. Die dritte 
Spur S"' findet man, wenn man g 2 bis zur Z- Achse ver- 
längert und dann in diesem Schnittpunkte auf der Z- Achse 
das Lot errichtet, welches g 9 in S r " schneidet. 
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Bei der in Fig. 49 a und b getroffenen Wahl der Geraden g 
fällt die Spur S' in den vorderen Teil der Horizontalebene n t 
links von der Seitenebene Z7g, S" in den oberen Teil der 
Vertikalebene i7 9 ebenfalls links von 77 8 . Beide Punkte sind 
daher für den Beschauer sichtbar. &'" dagegen mufs dann 
auf den hinteren Teil der Seitenebene 77 8 fallen, welcher bei 
der Auseinanderklappung und Umlegung der Ebenen 77 9 und 
77 8 bekanntlich unter die obere Hälfte von 77 2 fällt. Daher 
kommt es, dafs es in der Fig. 49 a scheinbar so aussieht, 
als ob S'" in 77, läge; in Wirklichkeit ist S'" ein Punkt 
von 77 8 . 

Aufser auf die soeben angegebene Weise kann man S' 
auch erhalten, wenn man den Punkt, in welchem # 8 die 




Flg. 49b. 

Y-Achse schneidet, durch Ausführung einer Vierteldrehung 
auf die ursprüngliche Lage der Y-Achse tiberträgt und dann 
in dem so erhaltenen Punkte auf der Y-Achse das Lot er- 
richtet, welches g t in S' treffen mufs. Die zweite Spur S" 
ergiebt sich auch, wenn im Schnittpunkte von g % mit der 
Z- Achse auf dieser das Lot errichtet und bis zum Schnitt 
mit g 2 verlängert wird. Die dritte Spur S'" endlich ist auch 
in der Weise bestimmbar, dafs man den Schnittpunkt von 
g t mit der Y-Achse (hier scheinbar Z- Achse!) durch Viertel- 
drehung auf die schliefsliche Lage der Y-Achse (hier schein- 
bar -X-Achse!) überträgt, und dann im so erhaltenen Punkte 
das Lot auf der Y-Achse (hier scheinbar X-Achse!) errichtet, 
welches g^ im Punkte S" trifft. 
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Der Anfänger mufs es sich angelegen sein lassen, diese 
Einzelheiten genau durchzuarbeiten, damit er beurteilen lernt, 
wie auch in anderen Fällen, wo nicht die in Figur 49 a und b 




gewählte Lage der Geraden in Betracht kommt, die Sporen 
der betreffenden Geraden zu einander liegen. Ohne die Er- 
läuterungen dazu hier im Texte vorzufinden, möge der Leser 




Fig. 60b. 



die Figuren 50 a und b, sowie 51a und b seiner Betrachtung 
unterziehen; dieselben stellen die Gerade in anderen 
Lagen dar. 



§ 20. Bestimmung der Sparen aas den Projektionen. 59 

Die bisher betrachteten Beispiele haben das Gemein- 
same, dafs keine der Projektionen der gegebenen Geraden g 

z 




2u einer der Achsen parallel angenommen war. Die Gerade g 
befand sich immer in der sog. allgemeinen Lage. 

z 




Fig. 61b. 



Es müssen indessen noch einige besondere Lagen 
von g erörtert werden, bei welchen die Auffindung der 
Spuren dem Anfanger Mühe verursachen könnte. In 
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Fig. 52 sind die Projektionen g x und g 2 von g beide in der* 
selben zur X-Achse senkrechten Geraden gelegen an- 
genommen. In diesem Falle handelt es sich um eine zur 
Seitenebene /7 8 parallele oder, wie man ebenso gut sagen 
kann, um eine zur X-Achse senkrechte Gerade (vgl. Fig. 45). 
Es ist nun sofort ersichtlich, dafs bei dieser Annahme von g 1 
und g 9 die Lage der Geraden g selbst durch g t und g % noch 
nicht hinreichend bestimmt ist, da g jede weder zu U x noch 
zu /7 8 senkrechte Gerade derjenigen Ebene sein kann, welche 
durch g ± senkrecht zu 77, gelegt werden kann. Infolge der 
Unbestimmtheit der Geraden g sind dann aber auch die 

Spuren nicht bestimmbar, 

g.» i so lange nicht durch andere 

Hülfsangaben die Unbe- 
stimmtheit von g aufge- 
hoben wird. Das Letztere 
kann dadurch geschehen, 
dafs die zugeordneten Pro- 
jektionen zweier Punkte P 
und Q der Geraden ange- 
geben werden. Sind P 17 P 2 
und Q l} Q 9 in Fig. 52 die 
ersten und zweiten Pro- 
jektionen von P und Q, so 
bestimmt man zunächst die 
Seitenprojektionen P 8 und 
Q 8 , deren Verbindungslinie 
die dritte Projektion g :y 
von g liefert; g s verlängert 
man bis zum Schnitt mit der Y- bezw. Z- Achse und be- 
stimmt dann nach der oben angegebenen Methode die erste 
und zweite Spur S' und S" von g. Eine dritte Spur 5"' 
kann hier nicht im Endlichen existieren, da g parallel zu IL 
ist. Es zeigt sich das auch daran, dafs weder g ± noch g 2 
die Y- bezw. Z- Achse im Endlichen schneidet. 

In genau derselben Weise kann verfahren werden, *wenn 
die Gerade g zu einer anderen Projektionsebene parallel ist, ohne 
auf einer der übrigen Projektionsebenen senkrecht zu stehen. 
Zum Schlufs noch eine Bemerkung über einen zweiten 
Spezialfall. Es sei die erste Projektion g 1 der Geraden g 
ein Punkt; dann mufs die zweite Projektion g 2 (vgl. Fig. 47) 




§ 21. Die Neigungswinkel einer Geraden gegen die Projektionsebenen. 61 

die durch g t zur X-Achse senkrechte Gerade sein. Die 
Gerade g selbst steht in diesem Falle senkreicht auf der 
ersten Projektionsebene IJ X , ist daher parallel zu 77 2 und 77 8 
und kann diese Ebenen im Endlichen nicht treffen. Mithin 
existieren keine im Endlichen gelegenen Spuren S" und &'". 
S', die erste Spur der Geraden, aber fällt, wie sofort ein- 
leuchtet, mit dem Punkt g t zusammen und braucht daher 
nicht besonders konstruiert zu werden. Das Gleiche gilt fttr 
die beiden anderen Fälle derselben Art, wo g senkrecht auf 
II 2 bezw. 77 8 steht. 



§ 21. Die Neigungswinkel einer Geraden 
gegen die Projektionsebenen. 

Unter dem Neigungswinkel einer Geraden g mit 
einer Ebene versteht man bekanntlich den kleineren 
der beiden Winkel, welche die Gerade mit ihrer 
Projektion auf die Ebene bildet. 

Es sei (Fig. 53 a) g eine Gerade in allgemeiner Lage 
mit den Projektionen g t und g 9 , sowie den Spuren S' und S". 




Fig. 68 a. 

Von der Benutzung der dritten Ebene 77 8 möge hier ab- 
gesehen werden, da sich dabei nichts Wesentliches ergeben 



würde. Der Neigungswinkel von g gegen 77, ist dann ge- 
geben durch ^. S' r S'S 1 "= a l7 derjenige gegen die zweite 
Ebene 77 2 durch ^ S' S" S 2 ' = a 3 . Um zunächst den Winkel a t 
in der Zeichenebene darzustellen, denken wir uns das recht- 
winklige Dreieck S" SS t " um die Kathete &S t "=g L so- 
weit gedreht, bis es in die Ebene 77 1 fällt. Dann beschreibt 
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der Punkt S" einen Viertelkreis mit dem Radius S" S, " und 
gelangt nach A. Da das rechtwinklige Dreieck S t " S' A 
die bekannten Stücke SS" und S x " A = S t " S" enthält, 
so ist der Neigungswinkel o" S' A = a, auf folgende Weise 
in der Zeichenebene konstruierbar. Man zieht (Fig. 53 b) 




Fi* 68 b. 

S t "A = S/'S" senkrecht zu g x und verbindet A mit S'. 
Dann ist ^ A S' S x " = a,. 

In gleicher Weise erhält man den Neigungswinkel a 2 
in der Zeichenebene, wenn man S 2 'B=S 2 '& senkrecht zu 
g % zieht und B mit S" verbindet. Der Winkel 5S"S 2 ' ist 
gleich or 2 . Diese Herstellung von a 2 findet ihre Begründung 




Fig. 64 a. 



in der Umlegung des rechtwinkligen Dreiecks S'*S"S 2 ' nm 



die Achse S 2 ' S" in die Ebene 77 2 . 



Anstatt, wie es soeben geschehen ist, die Projektionen 
g x und g 2 als Drehungsachsen bei den Umlegungen der Drei- 
ecke S' o S," und S'S"aS 2 ' zu verwenden, kann man diese 
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Dreiecke auch um ihre anderen Katheten: S" S t " hezw. S' S 2 ' 
in die Ebenen IJ 2 bezw. IJ 1 umlegen, was in Fig. 54 a in 
schiefer Parallelprojektion veranschaulicht wird. Dann be- 
schreibt S' einen Kreisbogen um S t " mit dem Radius S t " & 
und gelangt nach dem auf der Achse gelegenen Punkte A\ 
der Winkel a ± wird dabei in 
die neue Lage S^AS^' über- 
geführt; er liegt dann voll- 
ständig in der Ebene 77, und 
kann daher in der Zeichen- 
ebene wie folgt konstruiert 
werden. Man beschreibt (Fig. 
54 b) um S t " den Kreis mit 
S/' S', der die Achse im Punkte 
A trifft. Verbindet man A Fig. Mb. 

mit S", so ist ^ S" A S x " der 

Neigungswinkel a t . — Ganz analog konstruiert man a,, 
indem man um £ 3 ' mit £,'£" als Radius den Kreisbogen 
zieht, der die Achse in B trifft. Wird B mit S verbunden, 
so ist ^ aS 2 ' B S' 




a 



a- 



Bei den bislang angegebenen Methoden waren jedesmal 
die Spuren S' und S" der betrachteten Geraden g für die 
Konstruktion der Neigungs- 
winkel a t und cr 2 benutzt 
Das ist nur dann angängig, 
wenn die Spuren 5' und 
S" innerhalb der zur Ver- 
fügung stehenden Zeichen- 
flache erhältlich sind. Ist 
das nicht der Fall, so 
kann man zunächst eine 
zur gegebenen Geraden g 
parallele Hülfsgerade h 
zeichnen, deren Spuren 
in die zu Gebote stehende 
Zeichenfläche fallen. Da 
parallele Geraden einer- 
seits nach § 7 immer 
parallele Projektionen besitzen und andererseits eine be- 
liebige Ebene unter gleichen Neigungswinkeln treffen, so 
braucht man nur eine der vorher angegebenen Konstruktionen 




Fig. 66. 
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Fig. 50. 



für die Httlfsgerade h auszuführen, um die gesuchten 
Neigungswinkel zu erhalten. Man zieht durch zwei geeignete 
Punkte T x " und T 2 ' der Achse (Fig. 55) die Parallelen h x und 

Ag zu den beiden gegebenen 
Projektionen g x und g 2J be- 
stimmt die Spuren T und T" 
der Geraden A, zeichnet um 
T x " bezw. TJ die Kreisbogen 
mit T x " T ' bezw. T 2 ' T", 
welche die Achse in C bezw. 
D schneiden, und verbindet 
C bezw. D mit T' bezw. T'; 
dann sind die Winkel T" C T t " 
und r'Z?!;' die Neigungs- 
winkel a x und a 2 von g gegen 
n x und 77 a . Als Vereinfachung 
kann man noch bei dieser 
Konstruktion den Umstand 
benutzen, dafs man die eine 
Projektion der Hülfsgeraden ä, zum Beispiel A a , mit der ent- 
sprechenden Projektion g 2 von g zusammenfallen läfst; dann 
fällt der Punkt T 2 ' mit S f ' zusammen. (Fig. 56.) 

Endlich soll noch ein Verfahren erläutert werden, bei 
welchem man ohne Benutzung von Spurpunkten die Dar- 
stellung der Neigungs- 
winkel erhält. Man 
wählt auf der Ge- 
raden g (Fig. 57 a) 
zwei beliebige Punkte, 
deren Projektionen 
A XJ A 9 bezw. B 17 B 9 
sind. Die Parallele 
durch B zu B 1 A J 
trifft AA X m C und 
schliefst mit AB den 
Neigungswinkel a x von 
g gegen IT X ein. Das 
Dreieck ABC dreht man um A C so weit, bis seine Ebene 
parallel II 2 ist; dabei beschreibt B um C einen Kreisbogen 
mit dem Radius B C und gelangt nach D. D C ist dann 
parallel zur Achse OX; folglich ist die Projektion 2? 2 C 9 A % 




Fig. 57 a. 
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von DCA auf 77 2 kongruent dem Dreieck DCA, so dafs 
^ A % D 9 C 2 der in die Zeichenfläche verlegte Neigungswinkel 
a t ist. Den anderen Neigungswinkel er, verlegt man in 
die Zeichenebene, wenn man zunächst A E parallel A % B % 
zieht und dann das Dreieck EAB um EB so weit 
dreht, bis seine Ebene parallel 77j ist. Dadurch ge- 
langt A nach F und ^ EFB ist gleich ^EAB = a % . 
Da das Dreieck EFB parallel 77 1 ist, so ist seine 
Projektion E t F ± B x auf n i ihm selbst kongruent, mithin 
^ E t F ± B t = G^. 

Die Darstellung der Winkel 
a ± und a 8 auf der eben ent- 
wickelten Grundlage ist in 
Fig. 57 b durchgeführt. Man 
zieht A~A % und B t B t senkrecht 
zur Achse OX y beschreibt mit 
A^ B y und B 9 A % um A ± bezw. X 
jB 9 die Kreise, welche die durch 
A^ bezw. 2? 2 zu Ol gezogenen 
Parallelen in D x bezw. F 9 
schneiden. Darauf zieht man 
von 2>- und F 9 die Senkrechten 
zu Oä, welche C^B 9 bezw. 
J? t -d, in den Punkten 2> 9 bezw. 
F t schneiden. Wird D % mit -4 9 , 
und JFl mit B x verbunden, so ist -£ A^ D % C 9 = a t und 
^ 5, ^ ^ = a 9 . 

Aufgaben: 

L Von einer Geraden # kennt man die Lage der ersten 
Projektion g x und der zweiten Spur S", sowie den 
Neigungswinkel a, gegen n t . Die zweite Projektion 
von g ist zu zeichnen. 

2, Eine Gerade <j ist darzustellen aus ihrer zweiten 
Projektion g 2 , dem Abstand l ihrer zweiten Spur S" 
von der Achse und ihrem Neigungswinkel a ± 
gegen 77 x . 

3. Durch den Punkt P von 77, ist eine Gerade zu 
legen, wenn der Neigungswinkel a« gegen 77 9 und 
der Abstand l der zweiten Spur S von der Achse 
gegeben ist. 

Scbi&Aer, Daritelleada Geometrie. 5 




Fig. 67 b. 
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4. Durch den Punkt P von 77 a ist eine Gerade zu 
legen, welche mit n x und n % die gegebenen Neigungs- 
winkel a ± und ö s einschliefst. 



§ 22. Die wahre Länge einer durch ihre 
Projektionen gegebenen Strecke. 

Mit Hülfe der in Fig. 57 a veranschaulichten Drehung 
des Dreiecks ABC um die Gerade A C läfst sich nicht 
nur die wahre Gröfse des Neigungswinkels a ± der Geraden g 
gegen die Ebene n x , sondern auch die wahre Länge der 
durch die beiden Projektionen A ± B 1 und A % iL bestimmten 
Strecke A B ermitteln. Sobald das Dreieck ABC m die 
zur Ebene n % parallele Lage ADC gelangt ist, ist seine 
Projektion auf 77, ihm selbst kongruent und mithin stellt 
dann die Projektion A^ D 2 in IT 9 die wahre Länge von A D 
oder AB dar. 

In der Zeichenebene verfährt man daher folgender- 
mafsen: Man zieht (Fig. 57 b) um Ä t den Kreis mit dem 
Radius A X B X , der die durch A x zur Achse gezogene 
Parallele in x>, schneidet. Das durch D t zur Achse ge- 
zogene Lot trifft die durch 2? 9 zur Achse gezogene Parallele 
in 2> 9 . Die Strecke D 9 A^ stellt die wahre Länge der zu 
den Projektionen A t B x und A % Z? Ä gehörigen Strecke dar. 

In gleicher Weise hätte zum Ziele geführt die Drehung 
des Dreiecks AEB um EB. 




»ig. 58 a. 
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An zweiter Stelle ist noch folgende Methode zu nennen. 
Fig. 58 a zeigt, dafs man die wahre Länge der Strecke A B 
in der Zeichenebene auch erhalten kann, wenn man das 
Paralleltrapez ABB 1 A 1 um die Gerade Al 1 B 1 in die 
Ebene TT 1 umlegt. Dann gelangt der Punkt A in die neue 
Lage A\ B kommt nach B\ Da nun A' A t = A x A — A A 2J 
ferner B' B 1 = B x B = B (t B 2 ist, da aufserdem A 1 B 1 ge- 
geben und ^A'A 1 B X =^B'B 1 A 1 = 1 R ist, so ist das 
Trapez A' B' B x A t in der 
Zeichenebene konstruierbar. Das 
geschieht auf folgende Weise: 

Man trägt (Fig. 58 b) auf 
den in den Punkten A x und B x 
slu{A x B x errichteten Senkrechten 
die Strecken A x A' = A A 2 bezw. 
B X B = B U B 2 ab und verbindet 
A! mit B'. A'B f ist die ver- 
langte Strecke. 

Dreht man das Paralleltrapez 
A BB 2 A 2 (Fig. 58a) um A 2 B 2 in 
die Ebene n 2 hinein, so wird da- 
durch die in Fig. 58 b gegebene 
zweite Lösung der vorliegenden 
Aufgabe in der Ebene ff 2 be- 
gründet Es wird A 2 A" = A A t 
und B 2 B ,, = B B 1 senkrecht 
zu A 2 B 2 aufgetragen und dann 
A" mit B" verbunden. A" B" stellt ebenfalls die wahre 
Länge der Strecke dar, deren Projektionen A 1 B 1 und 
A 2 B 2 sind. 

Bei der soeben angegebenen Methode läfst sich eine 
bisweilen wünschenswerte Raumersparnis noch dadurch er- 
zielen, dafs man in B x nur die Strecke B X B' = B X B' — A t Ä 
= B B 2 — A Q A 2 senkrecht zu A 1 B 1 aufträgt und dann 

A x mit B' verbindet. Die Strecke A ± B' stellt dann eben- 
falls die wahre Länge der betrachteten Strecke AB dar. 
Mit gleicher Berechtigung kann auch in B 2 senkrecht zu 

A 2 B 2 die Differenz B B x — A A x = B 2 B" angetragen, 

und dann B" mit A 2 verbunden werden. 

Liegen die Endpunkte A und B der in wahrer Gröfse 

5* 
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darzustellenden Strecke nicht in demselben Quadranten, wie 
es bei den bisherigen Betrachtungen der Einfachheit halber 




Mg. 59 a. 

zunächst angenommen ist, so ist erstens die Möglichkeit zu 
berücksichtigen, dafs A und B in zwei benachbarten 

Quadranten liegen, 
wie es in Fig. 59 a dar- 
gestellt ist. Hier liegt 
der Endpunkt B oberhalb 
der Horizontalebene, aber 
hinter der Vertikalebene. 
Sein Grundrifs B t liegt 
also bei der Darstellung 
in der Zeichenebene 
(Fig. 59 b) oberhalb der 
Achse der Projektions- 
ebenen. Die wahre Gröfse 
von A B kann man hier 
auch wieder durch Um- 
legung des Parallel- 
trapezes ABB 1 A 1 um 
die Gerade A x B ± in der 
Ebene n x darstellen, was 
ebenso wie vorher aus- 
geführt wird. Will man 
jedoch die Strecke AB 
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durch Umlegung in die Ebene 77 9 hineinbringen, so mufs 
man die Figur ABB 9 A % (Fig. 59 a) um die Achse A % B % 
drehen. Da nun A vor der Vertikalebene 77 9 , B dagegen 
hinter ihr liegt, so gelangen A und B bei der Drehung nach 
Punkten A" und B", die auf verschiedenen Seiten 
der Drehungsachse AB liegen. Demnach erhält man 
in 77, die wahre Gröfse der vorgelegten Strecke AB ver- 
mittelst eines „tiberschlagenen" Paralleltrapezes (Fig. 59b). 
Es ist darin: 

B % B" = B B i; A 2 A f ' = A A 1 . 

Zu bemerken ist noch, dafs A"B" durch die zweite Spur 
S" der Strecke AB gehen mufs, da S" bei der Drehung 
der Geraden A B um A 9 B 9 an seiner Stelle bleibt. 




Fl* 60a. 

Der zweite, aufserdem noch denkbare Fall tritt ein, 
wenn die Endpunkte der darzustellenden Strecke 
in Scheitelquadranten liegen. Dann entsteht, wie sofort 
ersichtlich ist aus Fig. 60 a, sowohl in n % als auch in J7 a 
je ein „ttberschlagenes" Paralleltrapez, wenn AB um A x B x 
bezw. A t B % umgelegt wird. A' B 9 mufs durch die erste 
Spur S' } A" B" durch die zweite Spur S" gehen; denn S' 
bleibt bei der Umlegung von AB in IT 1} S" bei der Um- 
legung von AB in n % an seiner Stelle. Fig. 60b (f. S.) 
enthält die Darstellung in der Zeichenebene. 
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Aufgaben: 

1. Auf einer durch ihre 
Projektionen g x und g 9 
gegebenen Geraden ist 
vom Punkte P eine 
Strecke von der ge- 
gebenen Länge / ab- 
zutragen. Die Pro- 
jektionen der Strecke 

sind zu zeichnen. 

2. Die wahre Gestalt eines 
Dreiecks soll ermittelt 
werden, wenn die 
ersten und zweiten 
Projektionen der Eck- 

*** m*- punkte gegeben sind. 

3. Die wahre Gröfse eines Winkels a zu bestimmen, 
wenn die ersten und zweiten Projektionen des 
Scheitelpunktes sowie der beiden Schenkel ge- 
geben sind. 

4. Der wahre Abstand eines durch seine beiden ersten 
Projektionen gegebenen Punktes P von einer durch 
erste und zweite Projektion gegebenen Geraden g 
ist zu bestimmen. 




§ 23. Die Bestimmung der wahren Gröfse eines 

Winkels (bezw. der wahren Gestalt eines Dreiecks) 

durch Umlegung in eine Projektionsebene. 

Die am Schlüsse des vorigen Paragraphen genannten 
Aufgaben, welche dort gestellt waren, um mit Benutzung der 
wahren Längen von Strecken gelöst zu werden, können auch auf 
folgende einfache Weise erledigt werden. Es seien (Fig. 61a) 
z. G 1 A 1 H 1 = a ± und z. G 2 A 2 H 2 = a 2 die beiden Projek- 
tionen eines Winkels G A H—a. Man bestimmt die ersten 
Spuren B t und C x der Schenkel ^4 6? und AH und legt 
dann das Dreieck B 1 AC 1 , welches an der Ecke A den 
darzustellenden Winkel a enthält, durch Drehung um die 
Achse B 1 C l in die Ebene n t um. Dabei beschreibt jeder 
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Punkt der Dreiecksfläche B t A C ± einen Kreisbogen, dessen 
Eadius gleich dem senkrechten Abstände des Punktes von 
der Drehungsachse B 1 C 1 ist und dessen Ebene senkrecht 




Fig. 61a. 

auf der Drehungsachse steht. Die Ebene des Kreisbogens, 
welchen der Scheitelpunkt A des Winkels a beschreibt, um 
in die Lage A f zu gelangen, schneidet daher die Ebene n i 
in dem von A t auf B 1 C ± gefällten Lote A t D. Der Halb- 
messer dieses Kreisbogens 
ist die Hypotenuse DA 
des rechtwinkligen Drei- 
ecks D AA^ dessen Ka- 
thete A ± A = A A % ist 
Um die Strecke D A in 
der Zeichenebene darzu- 
stellen, hat man nur 
nötig, das Dreieck D A A r 
um die Achse DA X in 
die Ebene n x hineinzu- 
drehen. 

Die Konstruktion selbst 
verläuft demnach wie 
folgt (Fig. 61b): Man 
fällt von A t das Lot A x D 
auf die Verbindungslinie 
ß t C x der ersten Spuren der Schenkel, errichtet in A ± auf 
A x D das Lot A 1 E=A A 9 und beschreibt um D mit DE 
den Kreis, welcher die Verlängerung von A X D in A f trifft. 




Fig.-61b. 
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Verbindet man A f mit B ± und C x1 so ist jB^'C^ der dar- 
zustellende Winkel er. Statt der ersten Spuren der Schenkel 
können auch die zweiten Spuren benutzt werden. Die Um- 
legung mufs dann in 77 8 erfolgen. 

Die schliefsliche Lage der Punkte G und H wird be- 
stimmt durch die von G* und H 1 auf B ± C t gefällten Lote, 
welche die Schenkel A' B x und A' C t des Winkels a in ff 
bezw. H' schneiden. Zugleich ist unmittelbar einleuchtend, 
dafs A' G f H' die wahre Gestalt und Gröfse des Dreiecks 
angiebt, dessen Projektionen A x G t H t und A % G 9 H 9 sind. 

Isti" irgend ein Punkt der umgelegten Dreiecksfläche 
B' A'C (Fig. 61b), so findet man die zu ihm gehörige erste 
und zweite Projektion P, und P 8 folgendermafsen: Man 
zieht z. B. die Gerade A! P y welche B t C x im Punkte Q x 
trifft; die Verbindungslinie Q, A x wird von der durch P 
zu B x C x gezogenen Senkrechten im Punkte P x geschnitten. 
Dem Punkte Q x der Ebene 77 1 entspricht in der Ebene 77 8 
der senkrecht darüber auf der Achse OX gelegene 
Punkt Q 2 . Dann zieht man noch Q*A 2 und durch P, zur 
Achse OX die Senkrechte, welche Q 2 A % in P 8 schneidet. 
P 1 und P 8 sind die zu P gesuchten Punkte. 

Aufgaben: 

1. Die wahre Gröfse eines durch seine Projektionen 
auf n x und 77 8 gegebenen Winkels a zu bestimmen, 
wenn der eine Schenkel von a 1) der Ebene 77 8 , 
2) der Ebene n x parallel ist, ohne 1) auf 77^ 2) auf 
77 8 senkrecht zu sein, während der zweite Schenkel 
zu 773 oder 77 8 weder senkrecht noch parallel ist. 

2. Die Projektionen der Halbierungslinie eines durch 
erste und zweite Projektion gegebenen Winkels a 
sind zu konstruieren. 

3. Die Projektionen des Schnittpunkts der drei Höhen 
(bezw. der Mittellinien oder Winkelhalbierenden) eines 
durch erste und zweite Projektion gegebenen Drei- 
ecks zu zeichnen. 

4. Für ein durch erste und zweite Projektion gegebenes 
Dreieck sind die Projektionen der Mittelpunkte 
des eingeschriebenen, umgeschriebenen und der an- 
geschriebenen Kreise zu zeichnen. 

5. Die Projektionen der unter 4) genannten Kreise 
sollen konstruiert werden. — (Diese Kreisprojektionen, 



§ 24. Ober sichere Sehnittpunktebestimmting. 
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welche im allgemeinen Ellipsen sind, müssen hier, 
so lange noch keine anderen Methoden auseinander- 
gesetzt sind, ans den Punkten der wirkliehen Kreise 
nach der am Schlafs dieses Paragraphen gemachten 
Bemerkung hergeleitet werden.) 
6. Durch einen durch Grundrifs und Aufrifap gegebenen 
Punkt P soll eine Gerade h gelegt werden, die eine 
durch erste und zweite Projektion gegebene Gerade g 
unter einem gegebenen Winkel a schneidet Die* 
Projektionen von h sind zu zeichnen. 



§ 24. Über sichere Schnittpunktsbestimmimg. 

Bei der Darstellung von Geraden ereignet es sieb 
schon häufig, dafs Konstruktionslinien, deren Schnittpunkte 
zu bestimmen sind, einander unter sehr spitzen Winkeln 
treffen. Die direkte genaue Bestimmung solcher Schnitt- 
punkte aus dem Verlauf der sich schneidenden Linien alleint 
ist dann meist unmöglich, 
und um so mehr ist es 
daher geboten, in solchen 
Fällen ein Mittel zu 
kennen, welches den 
Zeichner über diese Un- 
sicherheit leicht hinweg- 
kommen läfst. 

Ein Schnittpunkt zweier 
geraden (oder krummen) 
Linien läfst sich um so 
genauer fixieren durch 
einen leichten Nadel- 
oder Zirkeleinstich,*) je 
weniger der Winkel, den H 62lk 

die beiden Linien in der 

Nähe des Schnittpunkts mit einander bilden, von einem 
Rechten abweicht. Man wird daher gut thun, in Fällen, 




*) Es sei bei dieser Gelegenheit davor gewarnt, Schnittpunkte 
durch Bleistiftstriche und Bleistiftpunkte noch besonders zu kenn- 
zeichnen, da dadurch der Ungenauigkeit nur Vorschub geleistet wird r 
zumal solche Striche oder Punkte sich leicht verwischen». 
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vro das zunächst nicht so ist, sieh des folgenden einfachen 
Verfahrens zu bedienen, das an einem leichten Beispiel 
•erläutert werden soll. 

Es sei (Fig. 62b) eine Strecke AB durch ihre beiden 
ersten Projektionen A.B 1 undi4 3 Z? 2 dargestellt, deren eine, 
A^B 2J gegen die Oa- Achse unter einem wenig von einem 
Rechten verschiedenen Winkel geneigt ist P t sei die erste 
Projektion eines auf AB gelegenen Punktes P, dessen zweite 
Projektion P 2 zu bestimmen ist. Sie liegt selbstverständlich 
senkrecht über P x auf A 1 B 1 . Da aber die von jf\ zur 




-0 * 




Fig. 68. 



Achse gezogene Senkrechte A 2 B 2 unter kleinem Winkel 
trifft, so ist der Schnittpunkt P 2 auf A 2 B 2 nur ungenau zu 

Aus Fig. 62 a (v. S.) folgt nun, dafs A P: B P= A 1 P ± : B x P 1 
■= A 2 P 2 : B 2 P 2 ist. Um P 2 zu finden, braucht man daher 
nur A 2 B 2 im Verhältnis A ± P x : B x P x zu teilen. Auf 
einem beliebigen durch A 2 gezogenen Strahl macht man 
A 2 P f = A x P ± und P B = P t B ± , verbindet B' mit B 2 und 
zieht durch P die Parallele zu B* B 2 , welche A^B 2 im 
gesuchten Punkte P 2 trifft. Bei diesem Verfahren kann 
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man es stets so einrichten, dafs zu kleine Schnittwinkel 
vermieden werden. Ferner bleibt es auch anwendbar, wenn 
die beiden Projektionen ■A 1 B 1 und Ä 2 ß i senkrecht zur 
Achse stehen, d. h. wenn die betrachtete Strecke in einer 
zur Achse OX senkrechten Ebene liegt. 

Oft führt auch folgende Methode zum Ziel. Man stellt 
(Fig. 63) eine sowohl zu n x als zu /7 4 senkrechte Seiten- 
ebene 77 8 auf, bestimmt den Kreuzrifs A Z B S von AB 7 sowie 
denjenigen P 8 des durch seine erste Projektion P x gegebenen 
Punktes P, und bestimmt endlich aus P H durch die zur 
Achse OX durch P z gezogene Parallele die zweite Projektion 
P 2 von P. 



§ 25. Lagenbeziehungen zwischen zwei Geraden. 

Betreffs der gegenseitigen Lagenbeziehungen zweier 
Geraden g und h zu einander bestehen zunächst zwei Mög- 
lichkeiten; entweder liegen sie in einer Ebene oder nicht. 
Zwei in einer Ebene gelegene Gerade können sich 
schneiden oder nicht schneiden. Im letzteren Falle 
sind sie parallel. Zwei nicht in einer Ebene gelegene 
Gerade heifsen windschiefe oder sich kreuzende Gerade. 

Die in derselben Projektionsebene gelegenen Projek- 
tionen von g und h sollen „gleichnamige" Projektionen 
heifsen. 

1. Ist die Ebene E zweier sich schneidenden Ge- 
raden zu keiner der drei Projektionsebenen Z^, 77 2 , 
7/ 8 senkrecht und liegt weder g noch h in einer zu 
irgend einer der Achsen senkrechten Ebene, so fallen 
keine zwei der projizierenden Ebenen zusammen; folglich 
können dann auch keine gleichnamigen oder ungleichnamigen 
Projektionen in dieselbe Gerade zusammenfallen. Da aber 
g und h sich schneiden sollten, so müssen die Projektionen 
des Schnittpunkts sowohl auf den Projektionen der einen 
als auch auf denen der anderen Geraden liegen. Die erste 
bezw. zweite oder dritte Projektion des Schnittpunkts der 
Geraden g und h ist demnach der Schnittpunkt der gleich- 
namigen Projektionen von g und A, und als Projektionen 
eines Baumpunkts müssen je zwei dieser Projektionen auf 
einer Senkrechten zur entsprechenden Achse liegen. Die 
weitere Annahme, dafs weder g noch h in einer zu irgend 
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einer der Achsen senkrechten Ebene liegen soll, hat zur Folge, 
dafs keine der Projektionen von g oder h zn einer Achse 
senkrecht liegen kann. (Fig. 64). 




Liegt eine der beiden sich schneidenden Geraden g und A, 
etwa g, in einer zur Achse OX senkrechten Ebene M y 
ohne dafs die durch g and A bestiramtejEbene E 




r~r 



auf einer der Projektionsebenen senkrecht steht, 
so liegen die zwei ersten Projektionen g x und g % von g in 
einer zu OX senkrechten Geraden, während die Projektion g^ 
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von g zu den Achsen geneigt liegt; auch jetzt müssen, da 
es sich um zwei sich schneidende Geraden handeln soll, 
die Verbindungslinien je zweier Projektionen des Schnitt- 
punkts D senkrecht auf den entsprechenden Achsen stehen. 
(Fig. 65). 

Umgekehrt kann man aber in diesem Falle aus dem 
Umstände, dafs die Verbindungslinie der Schnittpunkte von 
g x und h t sowie Ton g 2 und h % eine zur X-Achse senk- 
rechte Gerade ist r noch nicht schliefsen, dafs g t und g % 
sowie A 1 und A, zwei sich schneidende Geraden g und A 
darstellen; denn g x und g 2 können auch die Projektionen 




jeder anderen in der soeben genannten Ebene M gelegenen 
Geraden sein, welche die Gerade h nicht trifft. Kur 
dann, wenn die dritten Projektionen von g und h 
sich ebenfalls in einem Punkte schneiden, der 
einerseits mit dem Schnittpunkt der ersten Pro- 
jektionen g x und h t auf einer Senkrechten zur 
Y r Achse, andererseits mit dem Schnittpunkt der 
zweiten Projektionen g q und h % auf einer Senk- 
rechten zur Z-Achse liegt, stellen g x und y a , sowie 
h t und h % zwei sich schneidende Geraden dar. Ein 
Beispiel zweier Geraden, die, nach den ersten und zweiten 
Projektionen allein beurteilt, sich scheinbar schneiden. 
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dennoch aber keinen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen, 
ist in Fig. 66 ausgeführt. 

2. Die Ebene E der beiden sich schneidenden 
Geraden g und h steht senkrecht auf nur einer der 
Projektionsebenen, etwa auf 77 1 . Dann fallen mit E 
die beiden Ebenen zusammen, welche die Geraden g und h 
auf 77} projizieren und demgemäfs müssen dann auch die 
beiden ersten Projektionen <?, und h ± in eine Gerade zu- 
sammenfallen; die zweiten und dritten Projektionen hingegen 
fallen nicht zusammen. Ferner sind wieder alle Projektionen 
geneigt zu den Achsen, so lange nicht eine der Geraden 
zugleich in einer Ebene liegt, die auf einer der Achsen 
senkrecht steht. Wird hiervon vorläufig abgesehen, so stellt 




Fig. 67 den hier möglichen allgemeinsten Fall dar; es sind 
nur noch Schnittpunkte der gleichnamigen Projektionen in 
der zweiten und dritten Projektionsebene vorhanden, welche 
auf einer zur Z- Achse senkrechten Geraden liegen müssen. 
Was den Spezialfall angeht, dafs z. B. g in einer zu 
einer der Achsen senkrechten Ebene M liegt, so kann man 
hier zwei von einander verschiedene Möglichkeiten in Be- 
tracht ziehen, je nachdem g einerseits in einer zu OX oder 
Y, andererseits in einer zu 02 senkrechten Ebene liegt 
Ist Mj_OX oder _|_0 Y so ist die Gerade g, weil sie dann 
zugleich in zwei auf n x senkrechten Ebenen liegt, selbst 
senkrecht auf IJ 1 und ihre erste Projektion g x ist ein Punkt 
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der auf die erste Projektion h ± von h fällt Die beiden anderen 
Projektionen # 2 und g 9 sind parallel zur Z- Achse. (Fig. 6&) 




Gehört g hingegen einer zur OZ- Achse senkrechten* 
Ebene M an, so mufs sie parallel zu Tl x sein; ihre erste 
Projektion g x fällt wieder mit derjenigen vom h zusammen, 
während g 9 und g s parallel zur X- bezw. Y-Achse sind. 




Fig. 69. 



(Fig. 69.) Die ersten Projektionen lassen keinen Schnittpunkt 
erkennen; die Schnittpunkte der zweiten und dritten Pro- 
jektionen liegen wieder in einer Senkreehten zur Z-Achse. 
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Umgekehrt kann gefolgert werden, dafs, sobald zwei 
gleichnamige Projektionen zweier Geraden g und A 
zusammenfallen, während zwei andere gleich- 
namige Projektionen sich schneiden, die be- 
treffenden Geraden sich ebenfalls schneiden und 
in einer Ebene liegen, die senkrecht steht auf der 
Ebene der zusammenfallenden Projektionen. 

3. Die Ebene E der sich schneidenden Geraden«/ 
und h steht senkrecht auf zwei Projektionsebenen, 
etwa auf 77 1 und 77, ; dann mufs E auch senkrecht auf der diesen 
beiden Ebenen gemeinsamen Achse stehen, also im gewählten 
Beispiele auf OX. Demzufolge fallen jetzt sowohl die auf 




77, als auch die auf 77, projizierenden Ebenen mit der Ebene E 
der Geraden selbst zusammen; es liegen daher sowohl die 
ersten als auch die zweiten Projektionen von g und A in 
derselben zur X-Achse senkrechten Geraden. Da nun 
die Ebene E nicht gleichzeitig auf drei Ebenen 77 17 77 a , 77 g , 
von denen keine zwei einander parallel sind, senkrecht 
stehen kann, so können die dritten Projektionen g s und 
nicht zusammenfallen; vielmehr sind sie, da die Ebene 
wegen ihrer senkrechten Stellung zur X-Achse parallel 
zur Ebene 77 8 ist, den Geraden g bezw. h selbst parallel 
Sie müssen sich ferner in einem Punkte schneiden, da 
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g und h als sich schneidende Gerade vorausgesetzt waren. 
(Fig. 70.) 

Auch hier können wieder die besonderen Fälle be- 
trachtet werden, in denen eine der Geraden, efeM g in 
einer Ebene M liegt, die noch zu einer der übrigfen Achsen 
senkrecht steht. Da neue Momente sich dabei nicht et- 
geben, mag der Hinweis auf die Fig. 71 und 72 genügen. 
In Fig. 71 liegt g in einer zur X- oder Y-Achse, in Fig, 72 
in einer zur Z-Achse senkrechten Ebene. 

Durch Umkehrung der Betrachtung läfst sich wieder 
folgern, dafs zwei Gerade g und A, deren erste und deren 




lig. 71. 



Fig. 72. 



.zweite Projektionen in derselben zur X-Achse senkrechten 
Geraden liegen, deren dritte Projektionen sich aber 
schneiden, in einer zur X-Achse senkrechten Ebene liegen 
und sich schneiden. 

4. Sind zwei Gerade g und h parallel und 
liegen sie nicht in einer zu irgend einer Pro- 
jektionsebene senkrechten Ebene, so fallen keine 
zwei projizierende Ebenen zusammen; die gleichnamigen 
projizierenden Ebenen sind parallel und daher sind auch 
die gleichnamigen Projektionen von g und h parallel. 
{Fig. 73 f. S.) 

•ß-eJir.öd-er, Dantellende Oeometrie. fi 
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Liegen die beiden Geraden g und h in einer nur auf einer 
Projektionsebene senkrechten Ebene, so fällt ein Paar gleich- 
namiger Projektionen zusammen, die anderen gleichnamigen 
Projektionen sind parallel, ohne zusammenzufallen. (Fig. 74> 




Ist die Ebene der beiden parallelen Geraden senkrecht 
auf zwei Projektionsebenen, so fallen zwei Paare gleich- 
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namiger Projektionen in eine zu einer Achse senkrechte 
Gerade zusammen; das dritte Paar gleichnamiger Projek- 
tionen ist parallel. (Fig. 75.) 




Umgekehrt gilt der folgende Schlufs: „Fallen zwei 
Paare gleichnamiger Projektionen von zwei 
Geraden g und h zusammen in eine Senkrechte 
zu irgend einer Achse, so sind die Geraden 
g und A nur parallel, wenn ihre dritten Pro- 
jektionen parallel sind." 

5. Wenn zwei Gerade g und h windschief sind, 
d. h. nicht in einer Ebene liegen, ist wieder der allgemeinste 
Fall, dafs keine von ihnen in einer zu irgend einer Pro- 
jektionsachse senkrechten Ebene liegt. Dann steht keine 
ihrer Projektionen senkrecht auf einer Achse. Liegen über- 
dies die Geraden so im Räume, dafs keine gleichnamigen 
projizierende Ebenen parallel sind, so können keine gleich- 
namige Projektionen parallel sein; die Verbindungslinie je 
zweier Schnittpunkte gleichnamiger Projektionen sind nicht 
senkrecht zu den betreffenden Achsen. (Fig. 76.) 

Liegt eine der beiden Geraden in einer zu einer Achse 
senkrechten Ebene, so liegen zwei ihrer Projektionen auf 
einer zu dieser Achse senkrechten Geraden; auf diese 
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Gerade fällt dann auch die Verbindungslinie der Schnitt- 
punkte zweier gleichnamigen Projektionen. (Fig. 77). 




Sind die Geraden g und k so gelegen, dafe nur zwei I 
gleichnamige ihrer projizierenden Ebenen parallel sind, ohne 
dafs die Geraden in Ebenen liegen, die senkrecht auf einer I 
Achse sind, so werden zwei gleichnamige Projektionen 
parallel; die Verbindungslinie der Schnittpunkte der anderen 
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gleichnamigen Projektionen steht nicht senkrecht zn der 
entsprechenden Achse. (Fig. 78). 




Liegen die windschiefen Geraden in zwei auf einer 
Achse senkrechten Ebenen, so werden zwei Paare gleich- 
es 
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namiger Projektionen parallel und zugleich senkrecht zu 
jener Achse. Das dritte Paar Projektionen aber ist nicht 
parallel (Fig. 79). Sonst würden die Geraden selbst parallel 
sein, demnach in einer Ebene liegen und nicht windschief sein. 

Unter dem Winkel zweier windschiefen Geraden 
versteht man den Winkel, welchen die eine von ihnen mit 
der durch einen ihrer Punkte parallel zur anderen gezogenen 
Geraden einschliefst. 

Den kürzesten Abstand zweier windschiefen 
Geraden erhält man, wenn man sie durch eine dritte 
Gerade schneidet, die auf ihnen beiden senkrecht steht. 
Auf die genaue Ausführung dieser Aufgabe wird an späterer 
Stelle eingegangen. 

Aufgaben: 

1. Der Abstand zweier beliebigen parallelen Geraden, 
deren Projektionen zu keiner Achse senkrecht sind, 
ist zu bestimmen. 

2. Zu der Seite A B eines durch Grundrifs und Aufriß» 
gegebenen Dreiecks A B C ist in der Dreiecksfläche 
eine Parallele zu ziehen, welche von AB den 
gegebenen Abstand l hat. Die Projektionen der 
Parallelen sind zu konstruieren. 

3. Der Winkel zweier windschiefen Geraden ist zu be- 
stimmen (für verschiedene Lagen der beiden Geraden). 

4. Die wahre Gestalt und Gröfse eines durch Grundrifs 
und Aufrifs gegebenen Parallelogramms ist zu be- 
stimmen. 

§ 26. Darstellung der Ebene. — Allgemeine Lage. 

Eine unbegrenzte Ebene E durch ihre Projektionen 
auf die drei Projektionsebenen 77 1 , 77 2 , 77 8 darzustellen, ist 
insofern zwecklos, als im allgemeinen, d. h. bei nicht 
spezieller Lage der Ebene E, jede der Projektionen von E 
sich ganz mit der betreffenden Projektionsebene deckt, und 
somit verschiedene Ebenen im Allgemeinen hinsichtlich, ihrer 
Projektionen keine Verschiedenheiten aufweisen. 

Zur Darstellung einer Ebene werden vielmehr ihre 
Schnittlinien mit den Projektionsebenen verwendet 

Eine in allgemeiner Lage befindliche Ebene. 
d. i. eine solche, welche zu keiner der drei Projektions- 
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ebenen senkrecht oder parallel ist, die ferner nicht durch 
eine der Projektionsaehsen oder ihren gemeinsamen Schnitt- 
punkt geht, schneidet jede der drei Projektionsebenen in je 
einer Geraden. (Fig. 80 a.) z 

Diese drei Schnitte mit 
den Projektionsebenen, 
«,, 8 9 , *, heifsen „erste, 
zweite, dritte Spur" 
bezw. „Horizontal- 
spur", „Vertikalspur" 
and „Seitenspur" der 
Ebene E. Da jede der 
Achsen die Ebene E im 
allgemeinen in je einem 
Punkte schneidet und zu- 
gleich in zwei Projek- 
tionsebenen liegt, müssen 
sich je zwei Spuren auf ""' 80 * 1 

je einer Achse in je einem Punkte schneiden; die drei 
Spuren bilden zusammen das „Spnrendreieck". 

Jede der drei Spuren 
ist' ihrer Lage nach durch 
die beiden anderen Spuren 
völlig bestimmt; so ist 
z. B. die dritte Spar s t 
die Verbindungslinie der 
jenigen Punkte B and C, 
in welchen die erste und 
zweite Spur, b ± und «,, 
die Y- bezw. X-Achse J - 
schneiden. Die Lage 
einer Ebene ist daher 
schon durch Angabe 
zweier Spuren bestimmt. 
Je zwei in verschiedenen 
Projektionsebenen ge- 
legene Gerade, die sich, "*• Mb - 
nötigenfalls bei hinreichender Verlängerung auf der diesen 
beiden Projektionsebenen gemeinsamen Achse schneiden, 
können als Spuren einer Ebene angesehen werden und be- 
stimmen die Lage der letzteren im Räume vollständig. 
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Werden die erste and dritte Projektionsebene, JI ± and 
n z in die aufrecht gedachte Projektionsebene n % umgelegt, 
so ergiebt sich die ohne weitere Erläuterungen verständ- 
liche, in Fig. 80 b (v. S.) 
dargestellte Lage der 
drei Spuren oder die 
hierin enthaltene Dar- 
stellung der Ebene 
selbst. Zu beachten 
ist, dafs OB=OB' 
sein mufs. 

Da die erste Spar s 1 
in der Ebene H ± liegt, 
fällt sie mit ihrer 
ersten Projektion zu- 




sammen: die zweite 



r 

Fig. 81a. 

und dritte Projektion 
von * t fallen auf die X- bezw. Y-Achse. Ganz Ent- 
sprechendes gilt für die anderen Spuren. 

Nach der Lage der Sparen 
und ihrer Neigung zu den 
Achsen läfst sich leicht be- 
urteilen, ob die dargestellte 
Ebene in den verschiedenen 
Projektionen dieselbe Seite 
oder verschiedene Seiten zeigt 
Es soll das an einigen Bei- 
spielen erläutert werden. 
jr Haben die Spuren die in 
^t Fig. 80 a und 80 b (v. S.) an- 
genommene Lage, so wird von 
den bezw. zu ü v 77 9 , J7 8 senk- 
rechten Projektionsstrahlen, die 
in der Richtung der Pfeile 
Pi» PvPs auffallen, immer zu- 
erst dieselbe Seite der Ebene E 
getroffen. Folglich mufs für 
drei Beschauer, welche in der 
Richtung der Pfeile p l7 p 2 , p s 
auf die Ebene E hinsehen, gleichzeitig dieselbe Seite der 
Ebene sichtbar sein. .- Handelt es sich um eine Ebene E, 




Fig. 81 b. 
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deren Spurenlage durch Fig. 81a und 81b dargestellt isty 
so treffen die senkrecht zu IJ 1 und n % auffallenden Pro- 
jektionsstrahlen zunächst dieselbe Seite von JE, die senkrecht 
zu n s auffallenden Pro- 
jektionsstrahlen hingegen 
zuerst die entgegengesetzte 
Seite von E. Für die 
beiden Beobachter, welche 
in der Richtung der Pfeile 
p 1 und p % auf die Ebene 
sehen, wird daher dieselbe 
Seite von E, für den dritten 
Beobachter aber die andere 
Seite von E sichtbar sein. 

Eine noch andere An- 
ordnung der Spurenlage 
zeigen Fig. 82 a und 82 b; 
dort ist für die in den 
Richtungen p t und p s 
blickenden Beobachter die 
gleiche Seite, für den in 
der Richtung p 2 aufschauenden Beobachter hingegen die andere- 
Seite sichtbar. 

Die Entscheidung dar- 
über, welche Seiten der 
Ebene E bei Voraussetzung 
der vorher bezeichneten all- 
gemeinen Lage sichtbar sind, 
läfst sich leicht in einfacher 
Weise treffen, wenn man 
die zu der Ebene E gehörigen 
„Achsenabschnitte" be- 
rücksichtigt. Unter den 
Achsenabschnitten sollen die 
zwischen dem gemeinsamen 
Achsenschnittpunkt und den 
drei Durchschnitten A, B, C 
der Achsen mit der Ebene 
gelegenen Strecken OA, OB, 
C verstanden sein. (Fig. 80 a.) Sobald ein solcher Achsen- 
abschnitt noch in dem ersten Raumoktanten liegt, soll er als- 
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positiv, im anderen Falle als negativ bezeichnet werden. 
Zwei positive oder zwei negative Aehsenabsehnitte 
sollen „gleichartig", ein negativer und positiver, 
sofern sie mit einander verglichen werden, „ungleich- 
artig" genannt werden. 

Die drei Aehsenabsehnitte einer Ebene sind nun ent- 
weder sämtlich gleichartig oder nur zwei unter ihnen gleich- 
artig and der dritte ungleichartig. Das erstere ist der Fall, 
wenn sie alle positiv oder alle negativ sind, das letztere 
dagegen liegt vor, wenn zwei von ihnen positiv und einer 
negativ, oder wenn zwei negativ und einer positiv sind. 

Dann Überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit 
folgender Regel: 

„Sind die Aehsenabsehnitte einer Ebene 
sämtlich gleichartig, so erblicht man in jeder 
der drei den Achsen parallelen Sehrichtangen 
dieselbe Seite der Ebene. Sind dagegen die 
Aehsenabsehnitte nicht sämtlich gleichartig, 
so erblickt man nnr in den beiden den gleich- 
artigen Achsenabschnitten parallelen Seh- 
richtungen dieselbe Seite, in der dritten 
Sehrichtung die andere Seite der Ebene." 



§ 27. Besondere Lagen der Ebene. 

1. Steht die Ebene E, ohne dafs sie den gemeinsamen 
Achsenschaittpunkt enthält, senkrecht auf nur einer 
der drei Projektionsebenen, etwa auf 77,, so ist sie 
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parallel zu der auf dieser Projektionsebene senk- 
rechten Richtung, also in dem gewählten Beispiel zur 
Z- Achse. Folglieh kann sie die Z- Achse im Endlichen nicht 
schneiden; es rückt viel- z 

mehr der im allgemeinen 
Falle auf der Z- Achse 
vorhandene Spurenschnitt- 
punkt in die unendliche 
Ferne. Die zweite und dritte 
Spur werden parallel zur Z- 
Achse, während die erste 
Spur eine beliebige Lage 
hat. (Fig. 83 a und b.) — 
Ist EJ_n 9 , so werden 
s ± und * 8 parallel zur Y- 
Achse (Fig. 84); für E±ü 8 
sind 8 ± und s 2 parallel zur 
X-Achse. (Fig. 85.) 

Die Antwort auf die 
Frage, welche Seiten der 
Ebene in den drei Seh- 
richtungen sich dem Beschauer zeigen, erfährt hier in- 
sofern eine Modifikation, als eine zu irgend einer Pro- 
jektionsebene senkrechte Ebene E immer der einen Seh- 
richtung parallel ist. Daher kehrt die Ebene E dem in 
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dieser Richtung auf sie blickenden Beschauer ihre beiden 
Seiten gleichniäfsig zu. Hinsichtlich der anderen beiden 
Sehrichtungen aber lautet das Kriterium wie früher. (§ 26): 
„Bei gleichartigen Achsenabschnitten er- 
blickt man dieselbe, bei angleichartigen 
Achsenahschnitten verschiedene Seiten der 
Ebene." 
Zur Erläuterung dienen die Fig. 83 a und 86. 

2. Steht die Ebene E t 
ohne mit einer der Projek- 
tionsebenen zusammenzu- 
fallen, gleichzeitig senk- 
recht auf zweien der 
Projektionsebenen, so 
ist sie parallel zur 
dritten Projektions- 
ebene. In diesem Falle 
können diese dritte Pro- 
jektionsebene und die 
zwei in ihr gelegenen Pro- 
jektionsachsen von der 
Ebene E im Endlichen 
nicht geschnitten werden. 
Es rücken eine Spur and 
zwei Spurenschnittpunkte in die anendliche Ferne; die anderen 
beiden Spuren stehen senkrecht zur dritten Projektionsachse. 
(Fig. 87a und b.) Während in Fig. 88 die Ebene E parallel 
zu II 1 dargestellt ist, ist sie in Fig. 88 parallel zu It t , in 
z Fig. 89 parallel zu fl B 

angenommen. 

Da eine Ebene E, 
die zu einer Projek- 
tionsebene parallel ist, 
gleichzeitig zwei Seh- 
richtungen parallel ist, 
so zeigt sie dem Be- 
schauer in diesen beiden 
Sehrichtungen gleich- 
zeitig beide Seiten, in 
der dritten Schlichtung 
aber nur die eine Seite. 
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Jedes Mal, wenn eine Ebene E auf einer Projektions- 
ebene senkrecht steht, ist die Projektion der Ebene E auf 
diese Projektionsebene eine Gerade. (§ 3, 6). Folglich be- 
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sitzt eine auf nur einer Projektionsebene senkrechte Ebene 
eine geradlinige Projektion, eine auf zwei Projektionsebenen 
senkrechte Ebene dagegen zwei geradlinige Projektionen. 
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Fig. 8». 



Da eine Ebene nicht gleichzeitig auf drei Projektions- 
ebenen, von denen keine zwei parallel sind, senkrecht 
stehen kann, so können nicht alle drei Projektionen der 
Ebene E sich auf gerade Linien reduzieren. 
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3. Geht eine Ebene E durch den Achsenschnitt- 
punkt 0, nicht aber durch eine der Achsen, so liegt der 
Aohsenschnittpunkt gleichzeitig auf allen drei Spuren der 




Fig. 90a. 



Ebene; das Spurendreieck schrumpft in einen Punkt, den 
Achsenschnittpunkt 0, zusammen. (Fig. 90 a und b.) Wie 
in diesem Falle aus zwei Spuren der Ebene die dritte Ebene 




gefunden wird, findet sich an einer später folgenden Stelle 
dargelegt. (§ 28.) Es ist für diesen Fall die Ausführung 
einer Hülfskonstruktion erforderlich, da die Achsenabschnitte 
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sämtlich die Länge Null haben und somit die früher (§ 26) 
angegebene Konstruktion versagt. — Ans dem gleichen 
Grunde versagt auch hier zunächst das Kriterium (§ 26) 
dafür, welche Seiten der Ebene dem Bescbaner in den drei 
Hauptsehrichtnngen zugekehrt sind. Das genannte Kriterium 
tritt jedoch sofort wieder in Kraft, sobald die ursprungliche 
Ebene durch eine zn ihr parallele Ebene ersetzt wird, die 
nicht durch den Achsenschnittpunkt gebt; denn zwei Parallel- 
ebenen kehren dem Beschauer in den einzelnen Sch- 
lichtungen entsprechend gleiche Seiten zn. 

4. Sobald eine Ebene E aafser durch den Achsen- 
schnittpnnkt noch dnreh eine Projektionsachse 
geht, müssen zwei Spüren der Ebene E mit dieser Pro- 



jektionsachse zusammenfallen; die dritte Spur ist unter be- 
liebigem spitzen oder stumpfen Winkel gegen eine der 
anderen Achsen geneigt. (Fig. 91a und b.) Das Spuren- 
dreieck ist wie im vorigen Falle zn einem Punkte zu- 
sammengeschrumpft; das Sichtbarkeitskriterium kann nur 
zur Anwendung kommen, wenn man die betreffende Ebene 
durch eine Parallelebene ersetzt; aufserdem sind für den 
Beschauer in der Sehrichtung, welche der in der Ebene 
liegenden Achse parallel ist, beide Seiten der Ebene sichtbar. 
Der hier behandelte Fall ist als ein besonderer Fall einer 
auf nur einer Projektionsebene senkrechten Ebene anzusehen. 
5. Jede durch zwei Projektionsachsen gehende 
Ebene ist mit einer Projektionsebene selbst identisch. 
Jede solche Ebene hat je zwei Achsen zu Spuren. 
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§ 28. Die Geraden und Punkte einer Ebene. — 
Die Spurparallelen. 

Jede in einer Ebene E gelegene Gerade g schneidet 
■die drei Sporen «,, » s , «, von E in je einem Pnnkte. Diese 
Schnittpunkte liegen, so- 
fern g keiner der Sporen 
von E parallel ist, sämt- 
lich im Endlichen, im 
anderen Falle zum Teil 
in unendlicher Ferne. 
Da nun jede Spar ge- 
rade die Gesamtheit der 
Pnnkte enthält, welche 
die Ebene E überhaupt 
mit der betreffenden 
Projektionsebene gemein- 
sam hat, so folgt ohne 
Weiteres der wichtige 
Satz: 

„Die Spuren jeder in einer Ebene liegen- 
den Geraden liegen anf den gleichnamigen 
Spnren der Ebene." 
Dieses Ergebnis veranschaulicht Fig. 92 a und b. 




Flf. W». 





S " 






J\ 


\ 3 V» 




V i 


V V' 


S A<C 


7 jPVl 


« ) J ' 




^■As^ft 


-'' 1 




v\_ 


/ 



§ 28. Die Geraden nnd Punkte einer Ebene. — Die Spurparallelen. 97 

Ist die 'Gerade g parallel zu einer der Spuren, so ist 
sie zugleich parallel zu derjenigen Projektionsebene, in 
welcher jene Spar liegt, da g diese Projektionsebene nur in 



einem Punkte der betreffenden Spur treffen könnte, was 
aber hier 'durch die Parallelität der Geraden g und jener 
Spur ausgeschlossen ist. Folglich mute dann die in jene 
Projektionsebene fallende Projektion von g der genannten 
Spur parallel sein, während 
die anderen beiden Pro- 
jektionen von g bezw. den 
in jenen Projektionsebenen 
liegenden Achsen parallel 
sind. So ist in Fig. 93 a 
und b die Gerade g parallel 
zu *j ; also g t ebenfalls 
parallel zu s ± ; dagegen g t 
.parallel zur Achse OX. 
Die dritte Projektion g t 
iat fortgelassen. Für die 
andere Gerade A, die 
parallel zu a 2 ist, ist h t 
parallel zur Achse OX, 

i j ii r Flg. 88b. 

A, dagegen parallel zu * a . 

Jede Gerade einer Ebene, die einer der Spuren der 
.Ebene parallel ist, «oll fortan eine „Spurparallele" ge- 
nannt werden; diese Geraden finden mannigfache Ver- 
srendung bei den verschiedenartigsten Aufgaben. 

iahiSdot, DutttalUMI« Qtomdrli. 7 
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Aus der vorstehenden Betrachtung entspringt folgende 
Umkehrung: 

„Soll eine Ebene durch eine Gerade gelegt 
werden, so müssen die Spuren der Ebene 
durch die gleichnamigen Spuren der Geraden 
gehen." 

Nach dem ersten Satze (s. S. 96) kann man die Pro- 
jektionen beliebig vieler in einer gegebenen Ebene gelegenen 
Geraden zeichnen. Man braucht nur (Fig. 92 b) eine Pro- 
jektion, z.B. g iy in beliebiger Richtung zu ziehen, in deren 
Schnittpunkten S r und S 1 " mit der Spur «, bezw. der Achse 
OX die Senkrechten zur Achse OX zu ziehen, und deren 
Schnittpunkte /S 9 ' und S" auf der Achse OX bezw. der 
Spur s % miteinander zu verbinden, so hat man in S 9 f S M die 
zweite Projektion derjenigen Geraden g der gegebenen 
Ebene, deren erste Projektion die beliebig gezogene Gerade g 1 
ist. Die dritte Projektion g 9 wird ganz analog gefunden. 

Will man eine beliebige in der Ebene E gelegene zu ^ 
gehörige Spurparallele darstellen, so venährt man nach Mals- 
gabe der Fig. 93 b. Man zieht in beliebigem Abstände von 
der ersten Spur s t die Parallele g x zu « t , errichtet in ihrem 
Schnittpunkte S t " mit der Achse OX das Lot auf OX, 
welches die zweite Spur s 9 in S" trifft. Die Parallele durch 
S" zu OX ist dann die zweite Projektion g % derjenigen zu 
b x gehörigen Spurparallelen, deren erste Projektion die zueist 
gezogene Gerade g x ist. 

Den zweiten Satz (S. 98 oben) kann man zur Bestimmung 
der dritten Spur einer Ebene benutzen, wenn irgend einer 
der Spurenschnittpunkte auf den Achsen aufserhalb der 
verfügbaren Zeichenfläche liegt. 

Es sei die Ebene E (Fig. 94) durch ihre beiden ersten 
Spuren gegeben; die Spur s x trifft aber die Y-Achse nicht 
innerhalb der Zeichenfläche. Die Spur s 8 . mnfs dann 
erstens durch den Schnittpunkt C der zweiten Spur & 9 mit 
der Z- Achse, zweitens durch die dritte Spur einer in der 
Ebene E liegenden Geraden g gehen, deren erste und zweite 
Spur innerhalb der Zeichenfläche erhältlich sind:. Man. zieht 
unter geeignetem Winkel gegen die Spur s ± eine Gerade g v 
die die erste Projektion einer in E liegenden Geraden g 
vorstellen soll, bestimmt dann auf bekanntat Weise ihre 
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zweite und dritte Spur, und verbindet endlieh die letztere 
(&'") mit dem bereits vorhandenen Punkte C auf der Z-Achse. 
CS 9 " ist die verlangte dritte Spur * 8 der Ebene E. 

Fig. 95 zeigt die Lösung derselben Aufgabe mit Be- 
nutzung einer Spurparallele. Man zieht parallel zu «, die 
Gerade g 2 als zweite Projektion einer in E gelegenen Spur- 
parallele und konstruiert deren dritte Spur S" 9 . CS 9 " ist 





Fig. 96. 
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wieder die gesuchte dritte Spur * 8 der Ebene. — Man hätte 
auch eine Parallele zu s x benutzen können. 

In Fig. 96 a (v. S.) ist der zweite Fall behandelt, wo 
weder * a noch s 8 die Y- resp. Z-Achse innerhalb der Zeichen- 
fläche treffen. Die Lösung erfolgt durch Anwendung von 
zwei in der Ebene E gelegenen Hülfsgeraden g und h. 
Der Einfachheit halber sind Spurparallelen benutzt worden. 
Im Prinzip ist es gleichgültig, ob man zwei Parallelen zu 
derselben Spur oder zu verschiedenen Spuren zieht. Fig. 96 a 
zeigt das erstere, Fig. 96 b das letztere. 

Hier ist es ferner am Platze, die Konstruktion der 
dritten Spur einer Ebene zu berühren, die durch den gemein- 
samen Achsenschnittpunkt geht (vgl. § 27). Man hat zu 
einer der beiden Spuren, etwa s l eine Parallele zu ziehen 
und deren dritte Spur mit dem Punkte zu verbinden. 

Im Anschlufs hieran sei noch von den Punkten einer 
Ebene die Rede. Durch jeden Punkt einer Ebene gehen 
bekanntlich unzählig viele Gerade der Ebene. Daraus ent- 
springt der Satz: 

„Die drei Projektionen jedes Punktes 
einer Ebene liegen auf den gleichnamigen 
Projektionen jeder durch ihn gehenden 
Geraden der Ebene." 

Liegen die drei Projektionen eines Punktes nicht sämt- 
lich auf den gleichnamigen Projektionen einer in einer ge- 
gebenen Ebene liegenden Geraden, so liegt auch der Punkt 
nicht in jener Ebene. Folglich ergiebt sich das Kriterium 
dafür, ob ein gegebener Punkt in einer gegebenen Ebene 
liegt, aus dem Satze: 

„Ein Punkt liegt dann in einer ge- 
gebenen Ebene, wenn eine beliebige, 
der Ebene angehörende Gerade, deren 
eine Projektion durch die gleichnamige 
Projektion des Punktes geht, auf ihren 
anderen beiden Projektionen ebenfalls 
die gleichnamigen Projektionen jenes 
Punktes enthält." 

« 

Kommt man im allgemeinen auch mit der Benutzung 
zweier Projektionsebenen aus, so sind die beiden vorstehen- 
den Sätze mit Rücksicht auf den Spezialfall, dafs die be- 
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nutzte Gerade auf der Achse der beiden zuerst benutzten 
Projektionsebenen senkrecht steht, sogleich für drei Pro- 
jektionsebenen atisgesprochen. 

Die konstruktive Entscheidimg, ob einer dnrch seine 
Projektionen gegebener Punkt P in einer durch ihre Spuren 
t und «, gegebenen Ebene liegt, ist in Fig. 97 aasgeführt. 
Man zieht durch P. eine beliebige Gerade g,, die man als 
erste Projektion einer in der Ebene liegenden Geraden g 
auffafst, und bestimmt deren zweite (bezw. dritte) Projektion g^ 
(bezw. g t ). Liegt dann P t (bezw. P t ) auf g t (bezw. &,), so 
ist P ein Punkt der Ebene. In Fig. 97 liegt somit P in 
der dargestellten Ebene, Q dagegen nicht. 



Fig. Vi. Fig. 98. 

Anstatt einer beliebigen Geraden g kann auch eine 
Sptirparallele verwendet werden. (Fig. 98.) 

Aus dem Vorstehenden folgt, dafs die zweite und 
dritte Projektion einer ebenen Fignr, die in einer 
durch ihre Spnren gegebenen Ebene liegen soll, 
bestimmt sind, sobald die erste Projektion der 
Figur gegeben ist. 



§ 29. Bestimmung der Spuren einer Ebene. 
Fnndamentalaufgaben, 

Hit den bisherigen Httlfemitteln lassen sich gewisse 
Fnndamentalaufgeben über Sparenbeetimmungen lösen. Be- 
kanntlich ist eine Ebene völlig bestimmt: 1) durch zwei 
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sich schneidende Geraden; 2) durch zwei parallele Geraden; 

3) durch eine Gerade und einen nicht in ihr liegenden Punkt; 

4) durch drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte. 




Flg. 99a. 

1. Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden 
g und h] es sollen die Spuren der durch g und /* be- 
stimmten Ebene gezeichnet werden. (Fig. 99a und b.) 
Die Lösung ist folgende: Man bestimmt die ersten und 

zweiten Spuren der beiden 
Geraden: S', T" bezw. S" T" 
der beiden Geraden. Die Ver- 
bindungslinien S' V undS" T", 
welche sich übrigens in 
einem Punkte der X-Achse 
schneiden müssen, sind die 
erste und zweite Spur der 
Ebene. Es genügt natürlich 
auch die Bestimmung nur einer 
zweiten Spur, etwa S" 7 wenn 
die beiden ersten Spuren und 
der Achsenschnittpunkt A be- 
kannt sind, da die zweite Spur 




Flg. 99b. 



8 % der Ebene durch zwei Punkte 



hinreichend bestimmt ist. 

Fällt die eine oder andere der zu benutzenden Spuren 

von g und h nicht in die verfügbare Zeichenfläche, 

so kann man zunächst eine Hülfsgerade k zeichnen, die beide 

gegebene Geraden schneidet, folglich auch in der durch g 
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und k bestimmten Ebene liegt, and deren Spuren in die 
disponible Zeicheufläche fallen. Erforderlichen Falles zieht 
man noch eine zweite derartige Httlfogerade l. (Fig. 100.) 



Ist die eine der beiden sich schneidenden Ge- 
raden, etwa ff, in einer znr X-Achse senkrechten 




Ebene gelegen (Fig. 101), so mufs mit Rücksicht auf § 20 
die Lage dieser Geraden durch Angabe der zugeordneten 
Projektionen zweier in ihr gelegenen Paukte festgelegt sein. 
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AI* den einen dieser Punkte benatzt man natürlich den 
Schnittpunkt D von g und A; den zweiten Punkt Q kann 
man beliebig auswählen. Anstatt die Lage der Projektionen 
von Q vorzuschreiben, kann man auch die Richtung der 
dritten Projektion g s von g angeben. Um die Sparen der 
durch g und h bestimmten Ebene zu konstruieren, benutzt 
man hier zweckmäfsig. die Seitenebene i7 8 , indem man g % 
mit den Achsen Y und Z zum Schnitt bringt und dann 
die zugehörigen Projektionen dieser beiden Schnittpunkte in 
ü, bezw. IJ % aufsucht. So erhält man die erste und zweite 
Spur, S' bezw. S", von g. Von der Geraden h ist wieder 
nur eine Spur erforderlich. 




Fig. 102 a. 

2. Gegeben sind zw ei parallele Geraden g and h; 
die Spuren der durch sie bestimmten Ebene sind zu 
zeichnen. Man bestimmt wie vorher die Spuren jeder Ge- 
raden und verbindet die gleichnamigen Spuren mit einander. 
Zur Eontrole der Zeichnung dienen die Schnittpunkte der 
gefundenen Ebenenspuren mit den Achsen. (Fig. 102 a und b.) 

3. Die Spuren einer Ebene, die durch eine Ge- 
rade g und einen nicht in g gelegenen Punkt P be- 
stimmt ist, findet man, indem man zunächst durch P eine 
Gerade legt, die entweder g schneidet oder zu g parallel 
ist, und dann nach einer der soeben angegebenen Methoden 
verfährt. 

4. Die Spuren einer Ebene, die durch drei nicht 
in gerader Linie gelegene Punkte P, Q, R bestimmt 
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ist, ermittelt man ebenfalls durch Zurückführung auf eine* 
der vorigen Aufgaben. Man verbindet zunächst etwa die 
Punkte P und Q durch eine Gerade g und zieht durch den 




Fig. 102 b. 

dritten Punkt R zu g die Parallele. Das Übrige ergiebfr 
sich wie vorher. 

Da die drei Punkte, durch welche soeben die Ebene K 
bestimmt war, die Ecken eines in der Ebene E gelegeneu 
Dreiecks sind, so ist auch 
die Aufgabe gelöst, die 
Spuren einer Ebene aus 
den Projektionen eines 
in ihr gelegenen Drei- 
ecks zu bestimmen. In 
manchen Fällen ist es jedoch 
unnötig, die Spuren der Ebene 
selbst zu konstruieren, wenn 
die Ebene durch die Pro- 
jektionen eines in ihr ge- 
legenenen Flächenstücks be- 
stimmt ist; vielmehr genügt 
oft schon die Zeichnung 
von Spurparallelen, was 
ausführbar ist ohne vorherige Ermittelung der Spuren. 

Es seien P 1 Q x R x und P 2 Q 9 R q die beiden zusammen- 
gehörigen Projektionen eines Dreiecks PQR. (Fig. 103.> 
Zieht man in der ersten Projektionsebene II ± durch P 1 die 




Fig. 103. 
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Parallele k. zur Achse Ol, so ist \ die Horizontal- 
projektion der durch P in der Ebene des Dreiecks PQR 
parallel zur zweiten Projektionsebene IJ 9 gezogenen Geraden k. 
Diese Gerade ist mithin eine znr zweiten Spur der Dreiecks- 
ebene gehörige Spurparallele. Ihre zweite Projektion l± ist 
bestimmt durch P 2 und die zum Schnittpunkt & von k t und 
Q ± R t gehörige zweite Projektion 5 2 . P % S % ist dann parallel 
zur zweiten Ebenenspur « 9 und giebt somit deren Richtung 
an. Ganz entsprechend läfst sich durch eine in 77 9 durch 
R % zur Achse OX gezogene Parallele l x die Richtung der 
ersten Spur s t ermitteln. Die Richtung der Spuren s t und *, 
ist aufserhalb der Dreiecksprojektionen durch die zu Z 1 
bezw. Jc 2 gezogenen Parallelen fo) bezw. (* 9 ) noch einmal 
besonders angegeben. 




«) 



Di 




b) 



Fig. 104. 



Da eine Ebene durch die zusammengehörigen Pro- 
jektionen von dreien ihrer, nicht in einer Geraden gelegenen 
Punkte im allgemeinen völlig bestimmt ist, so dürfen von 
einem ebenen Vieleck, dessen eine Projektion vollständig 
gegeben ist, im allgemeinen in einer zweiten Projektions- 
ebene nur die Projektionen dreier nicht in gerader Linie 
gelegenen Punkte gegeben sein. Dann sind alle übrigen 
Punkte der zweiten Projektion und desgleichen die ganze 
•dritte Projektion des Vielecks bestimmt. 
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Es sei A i B x C x D ± die erste Projektion eines ebenen 
Vierecks; A 9 , B iy C 9 seien die zweiten Projektionen der Ecken 
A, B, C. (Fig. 104a.) Die ersten Projektionen seiner Diagonalen 
sind A x C t und B 1 D ± ] die erste Projektion E 1 des Diagonalen- 
schnittpunkts E hat als zugehörige zweite Projektion den 
senkrecht über E x auf A 9 C 3 gelegenen Punkt E 9 . Mithin 
ist B % E^ die zweite Projektion der Diagonale BD. Auf 
B % JE« liegt senkrecht über D x die zweite Projektion 2) 9 
yon 1>. Die dritte Projektion A % B z C 9 D z entsteht in be- 
kannter Weise ans den beiden anderen Projektionen. 

Ein Ausnahmefall liegt vor, wenn das Viereck A B C D 
((oder allgemeiner das Vieleck) in einer zu einer Achse, etwa 
Ol, senkrechten Ebene liegt. In diesem Falle müssen in 
beiden Projektionen alle Punkte gegeben sein. (Fig. 104 b.) 



§ 30. Parallele Ebenen. 

Da zwei parallele Ebenen jede andere zu ihnen nicht 
parallele Ebene in parallelen Geraden schneiden, so folgt 
in Bücksicht auf die Projektionsebenen der Satz: 

„Parallele Ebenen haben gleichnamige 
parallele Spuren." 

Zugleich gilt auch die Umkehrung. 

„Sind die gleichnamigen Spuren zweier 
Ebenen in drei Projektionsebenen parallel, 
so sind auch die Ebenen selbst parallel." 

Dafs nur zwei Paare gleichnamiger Spuren parallel 
sind, reicht noch nicht immer aus zur Parallelität der Ebenen 
selbst (vgl. S. 111). 

Gelegenheit zur Anwendung dieser Sätze bietet folgende 
Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt P soll die 
Parallelebene zu einer gegebenen Ebene E gelegt 
werden. 

Die gesuchte Ebene ist völlig bestimmt, wenn sie zwei 
durch P gehende Geraden enthält, die je einer in der ge- 
gebenen Ebene gelegenen Geraden parallel sind. Man wird 
daher durch P zu zwei willkürlich gewählten Geraden g 
'und h der Ebene E die Parallelen k bezw. / ziehen und 
«deren gleichnamige Spuren verbinden. (Fig. 105 a.) Dann 
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müssen die so erhaltenen Sparen t x and t % za s t bezw. s 2 
parallel werden. 

Da man das Letztere von vom herein weifs, so genügt 
es auch, durch P nur eine Gerade h za einer beliebigen in 




Fig. 105a. 



E gelegenen Geraden g, die insbesondere als Sparparallele 
gewählt sein kann, parallel zu ziehen and dann durch die 
Spuren von A Parallele zu den gleichnamigen Sparen von E 
zu legen. (Fig. 105 b.) 





Fig. 106 b. 



Fig. 108. 



Mittels einer parallelen Ebene kann noch einwandere 
Lösung für die Konstruktion der dritten Spur einer 
Ebene gegeben werden, die durch den gemeinsamen 
Achsenschnittpunkt geht (s. § 28). Man lege durch 
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irgend einen Punkt A der X-Achse zur gegebenen Ebene 
die Parallelebene, indem man in n t und 77 2 zu den ge- 
gebenen Spuren s t bezw. s 2 die Parallele t x bezw. t % zieht; 
darauf bestimmt man nach bekannter Art die dritte Spur t s 
der Hülfsebene und zieht durch den Punkt die Parallele * 8 
zu tf 8 . * 8 ist dann die gesuchte dritte Spur der gegebenen 
Ebene. (Fig. 106.) 

Weitere Anwendungen paralleler Ebenen folgen in den 
nächsten Paragraphen. 



§ 31. Die Schnittgerade von zwei Ebenen. 

Zwei nichtparallele Ebenen schneiden sich stets in einer 
Geraden. Die Projektionen der Schnittgeraden können ge- 
zeichnet werden, sobald die Projektionen zweier Punkte 
bekannt sind, die ihr angehören. 




Fig. 107 a. 

Sind die beiden Ebenen E ± und E 9 durch ihre Spuren 
s v « 2 und * n t 2 gegeben (Fig. 107 a und b) und schneiden 
sich sowohl die ersten als auch die zweiten Spuren in je 
einem Punkte, so liegt jeder dieser beiden Schnittpunkte in 
jeder der beiden gegebenen Ebenen; folglich müssen diese 
beiden Schnittpunkte auch auf der Schnittgeraden der beiden 
Ebenen liegen; da diese aber durch zwei Punkte hinreichend 
bestimmt ist; so ergiebt sich der Satz: 

„Die Scbnittgerade zweier in allgemeiner 
Lage befindlichen Ebenen ist die Ver- 
bindungslinie der Schnittpunkte gleich- 
namiger Spuren der beiden Ebenen." 
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Da jeder Spurenschnittpunkt in einer Projektionsebene 
liegt, so fällt er dort mit seiner einen Projektion zusammen; 
die zugeordnete Projektion — sofern wir jetzt vorläufig von 
zwei Projektionsebenen reden — liegt auf der Projektions- 
achse. Man zieht also (Fig. 107 b) von den Spurenschnitt- 




JT~X 



Fig. 107 b. 



punkten & und S" die Senkrechten S'V und £"£/'; 
die Verbindungsgeraden S'S 1 " = g 1 und S"S % ' = g % sind 
die erste und zweite Projektion der Schnittgeraden der ge- 
gebenen Ebenen. 




Fig. 108. 



Liegen die gegebenen Ebenen E x und E % so, dafs das 
eine Paar gleichnamiger Spuren, etwa s t und ^, 
parallel ist (Fig. 108), während die anderen Spuren « a 
und t % sich schneiden, so ist der Schnittpunkt S" von *, 
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und t q wiederum ein Punkt der Durchschnittsgeraden; der 
Schnittpunkt von s 1 und t t dagegen liegt infolge der 
Parallelität von s t und t x in unendlicher Ferne. Die erste 
Projektion der Schnittgeraden ist daher die Verbindungs- 
linie von S t " mit dem unendlich fernen Schnittpunkte von s x 
und t v folglich parallel zu 8 t und t ± . Demnach ist die 
Schnittgerade g t eine Spurparallele in Bezug auf II X und 
somit ihre durch S" gehende zweite Projektion der X-Achse 
parallel 

Sind zwei Paare gleichnamiger Spuren parallel,, 
so werden die Ebenen im allgemeinen selbst parallel sein, 
nur in dem Falle, wo alle vier Spuren zu derselben 
Projektionsachse parallel sind, kann man aus der 
Parallelität der zwei Spurenpaare noch nicht auf die Par- 
allelität der Ebenen schliefsen. Die Ebenen sind nur da an 
parallel, wenn auch die 
dritten Spuren parallel 
sind (vgl. § 30). Trifft das 
nicht zu, so haben die beiden 
Ebenen eine Schnittgerade, 
die ebenfalls parallel zu den 
ersten beiden Spurenpaaren 
ist und selbstverständlich 
durch den Schnittpunkt der 
dritten Spuren geht. 

Es verläuft demnach die 
Konstruktion der Schnittlinien- 
projektion für diesen Spezial- 
fall folgendermafsen: Man 
zeichnet (Fig. 109) die dritten Spuren s 8 und t 9 der beiden 
Ebenen; ihr Schnittpunkt g z ist zugleich die dritte Projektion 
der Schnittgeraden g 1 deren erste und zweite Projektion g x 
bezw. g 9 sich in bekannter Weise ergeben. 

Statt der zugleich auf n ± und U % senkrechten Ebene 7J 8 
kann auch irgend eine andere Ebene H verwendet 
werden, die entweder nur auf einer der beiden Ebenen n x 
und 77 s oder auf keiner von beiden senkrecht steht. 

In jedem der beiden Fälle ist die Konstruktion prin- 
zipiell dieselbe. Man bestimmt die Schnittlinie A von E^ 
und H einerseits, die Schnittlinie h von E 2 und H anderer- 
seits; die beiden in H gelegenen Geraden h und k schneiden 
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sich im Punkte 2?, der zugleich in E 1 und E 2 liegt und 
somit ein Pnnkt der verlangten Schnittgeraden g ist. Durch 
die Projektionen D x und Z>, zieht man die Projektion g ± 
*ind ff* von g parallel zur X-Achse. 

Steht die Htilfsebene üf senkrecht auf 7^, nicht 
aber auf 77 a , so steht ihre zweite Spur AB (Fig. 110) 

senkrecht auf der Achse; ihre erste 
Spur AC ist unter beliebigem 
Winkel gegen OX geneigt. Die 
Ebene H ist ferner in dieser Stellung 
eine zu ll x gehörige projizierende 
Ebene. Deswegen fallen die ersten 
Projektionen h x und k. der Schnitt- 



B 




linien von H mit 



bezw. E< 



2 



c *± 

Fig. 110. 



mit der ersten Spur AC von H 

zusammen. 

Hat H eine ganz beliebige 

Lage (Fig. 111), so findet eine 
derartige Coincidenz nicht statt. Man kann auch die Hülfs- 
-ebene H so wählen, dafs ihre erste und zweite Spur 
AC und AB in der Zeichenebene in eine Gerade 
zusammenfallen (Fig. 112). 




*c 



Fig. 111. 




Fällt der eine oder andere Spurenschnittpunkt 
nicht in die benutzbare Zeichenfläche, so mufs man 
durch Verwendung geeigneter Hülfsebenen so viel Punkte 
der Durchschnittsgeraden g ermitteln, als Spurenschnittpunkte 
unverwendbar sind. 
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Ist nur ein Spurenschnittpunkt unbenutzbar, 
etwa S f in Z^ (Fig. 113 a und b), so kann man parallel zu 
E t eine Hülfsebene H durch einen beliebigen Punkt C der 




Fig. 118». 



Achse so legen, dafs die Schnittpunkte T und T' der 
gleichnamigen Spuren £ 1} u x und t %) u, von E % bezw.fi" in 
die Zeichenfläche fallen. Dann sind die Projektionen h ± 
und h 2 der Schnittlinie A von 
E 2 und H bestimmt. Da die 
Ebene E % von den parallelen 
Ebenen E x und H in par- 
allelen Geraden g und h ge- 
schnitten wird, da ferner die 
zweite Projektion </ a von g 
durch S", die erste Pro- 
jektion g ± durch S ± " gehen 
mufs, so ist die Schnittlinie g 
darstellbar. Die Ausführung 
der Konstruktion erhellt aus 
Fig. 113b. 

Statt der zu E t parallelen 
Hülfsebene kann auch, was 
besonders zweckmäfsig ist, 
eine zu einer der Projek- 
tionsebenen parallele Hülfsebene gewählt werden. 

Eine solche beispielsweise parallel zu 77 a aufgestellte 
Hülfsebene H (Fig. 114 a) bat zur ersten Spur eine zur 
Achse parallele Gerade IK und schneidet die gegebenen 




Fig. 118 b. 



J&ehr- Öder, Darstellende Geometrie. 



8 
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Ebenen E t and E % in Geraden l nnd m, welche zu deren 
zweiten Spuren * 9 bezw. t % parallel sind. Der Schnittpunkt 
C von l und m liegt auf der Schnittgeraden g von 22, und 




Fig. 114». 

E 9 ; seine erste Projektion C t liegt auf IK, seine zweite 
Projektion C % ist der Schnittpunkt der zweiten Projektionen 
l % und Tn, von l und m; ^ und m 2 sind parallel zu s 4 bezw. $,. 

Auf Grund dieser Vor- 
bemerkungen verläuft die 
Konstruktion wie folgt: Man 
zieht (Fig. 114b) IK parallel 
zur Achse Ol, zeichnet 
durch die auf OX gelegenen 
zweiten Projektionen 1^ und 
K 2 die Parallelen l % und m^ 
zu « 2 bezw. t t und verbindet 
einerseits den Schnittpunkt 
S" von *, und * 2 mit dem 
Schnittpunkt C 2 von ^ und 
m 9 , andererseits die erste 
Projektion S/' von S" mit 
der auf IK gelegenen ersten 
Projektion C t von C Dann sind 

ft= S i" C i nndft = S"C 2 
die Projektionen der Schnittgeraden g von 2^ und 2^. 

Treffen sich beide ersten Spurenpaare nicht 
innerhalb der verfügbaren Zeichenfläche, so wendet 
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man das soeben beschriebene Verfahren zweimal an, damit 
man zwei Punkte C und D der Schnittlinie g erhält. In 
Fig. 115 ist die Zeichnung in der Weise ausgeführt, dafs beide 




XA 



Fig. 115. 



Httlfsebenen H und E! parallel zu n % sind. Man hätte 
auch ebenso gut beide parallel IT V oder die eine parallel n 17 
die andere parallel 77, wählen können. 



§ 32. Parallelität zwischen Gerade und Ebene. 

Damit Parallelität zwischen einer Ebene und einer nicht 
in ihr liegenden Geraden besteht, ist erforderlich, dafs die 
Gerade und Ebene im Endlichen keinen Punkt gemein haben. 
Dazu ist hinreichend, dafs die in folgendem Satze ent- 
haltene Bedingung erfüllt ist: 

„Eine Gerade ist einer Ebene parallel, 
wenn sie einer Geraden der Ebene 
parallel ist." 

Mit Hülfe dieses Satzes können einige wichtige Auf- 
gaben gelöst werden: 

1. Durch eine gegebene Gerade g ist parallel 
zu einer gegebenen Geraden A eine Ebene zu 
legen. 

Da die gesuchte Ebene E eine zu h parallele Gerade, 
also die zu A parallele Bichtung enthalten mufs, so hat 

8* 
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man durch einen beliebigen Punkt A von g die Parallele i 
zu /i zu ziehen nnd dann durch A und k die Ebene zu legen 
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Fig. IIB. 

Die Spuren von E sind die Verbindungslinien der gleich- 
namigen Spuren von h nnd k (Fig. 116). 

2. Durch einen Punkt P soll die zq zwei ge- 
gebenen Geraden g nnd h parallele Ebene gelegt 
werden. 

Man zieht durch P zunächst zwei Parallelen k nnd I 





zu g bezw. h und legt dann durch k und l die Ebene 
(Fig. 117). 



§ 33. Bestimmung des Schnittpunkts einer Ebene 
und einer Geraden. 

Es sei E eine durch ihre Spuren a, und a s , g eine 
durch ihre Projektionen g, nnd g t Gerade. (Fig. 118a und b.) 
Die Projektionen des Schnittpunktes beider Gebilde 
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ergeben sich mit Hülfe einer beliebigen durch die 
Gerade g gelegten Ebene H. Diese Ebene H schneidet 
die Ebene E in einer Geraden i, die andererseits von der 
ebenfalls in H gelegenen Geraden g im Punkte D ge- 




Fig. 118 a. 



schnitten wird. D ist der verlangte Schnittpunkt von E 
und g, weil er sowohl in E als auch auf g liegt. 

Die Konstruktion selbst verläuft wie folgt: Man zieht 
durch die erste Spur S' von g die unter beliebigem Winkel 




JT2 
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gegen die Achse OX geneigte Gerade t v die erste Spur 
der Htilfsebene H, deren zweite Spur t 2 dann die Ver- 
bindungslinie der Punkte S" und B ist, wo B den Schnitt- 
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punkt von OX und t x bedeutet. Darauf zeichnet man nach 
bekannter Methode die Projektionen k ± und k % der Schnitt- 
geraden k von E und H\ k x und k % treffen g ± bezw. g 2 in 
D x und 2> a , den Projektionen des gesuchten Schnittpunktes D. 




Fig. 119 a. 

Die Eontrole der ^Zeichnung liegt darin, dafs D 1 und D t 

auf einer zur Achse X senkrechten Geraden liegen müssen. 

Dieses ganz allgemeine Verfahren enthält zugleich das 

konstruktive Kriterium für die Parallelität der 

Ebene E und der Ge- 
raden g. Liefern nämlich 
k x und g ± bezw. k % und g v 
soweit man sie auch ver- 
längern mag, überhaupt 
keinen Schnittpunkt, so haben 
die beiden in derselben Ebene 
H gelegenen Geraden k und g 
im Endlichen keinen Schnitt- 
punkt; sie sind also parallel 
Mithin trifft die Gerade g die 
Ebene E unter diesen Um- 
ständen überhaupt nicht und 
ist ihr daher parallel. 

Eine wesentliche Ver- 
einfachung erfährt das 
allgemeine Verfahren der Schnittpunktsbestimmung, wenn 
statt der beliebig durch g gelegten Ebene H eine zu 
einer Projektionsebene, etwa 77,, senkrechte 
Hülfsebene H gewählt wird (Fig. 119a und b). Bei 




Fig. 119 b. 



§ 33. Bestimmung des Schnittpunkts einer Ebene etc. H9 

dieser Anordnung fällt, da H dann eine projizierende 
Ebene ist, die erste Spur L von H mit g t zusammen; die 
zweite Spur * 2 von U steht senkrecht auf Ol; g t ist 
zugleich die erste Projektion der Schnittgeraden der Ebenen 
E und H. 

Steht die gegebene Ebene E senkrecht auf 
einer der Projektionsebenen, etwa auf n 17 so ist 
die eine Spur, und zwar im gewählten Beispiel (Fig. 120) 
s x senkrecht zur Achse OX. Dadurch wird bewirkt, dafs 
der Schnittpunkt der ersten Spuren s x und t x der Ebene E 
und der Hülfsebene H seine zweite Projektion im Punkte A 
hat; daher fällt die zweite Pro- 
jektion von k % (Mg. 119 b) mit 
s 2 zusammen, und der Punkt 2>, 
fällt ebenfalls auf « 2 . Dieses 
Resultat ergiebt sich übrigens 
auch sofort durch direkte räum- 
liche Veranschaulichung. 

Häufig ist die Ebene E, 
deren Durchschnittspunkt mit X -A 
einer gegebenen Geraden zu 
bestimmen ist, nicht durch ihre 
Spuren, sondern durch die Pro- 
jektionen einer in ihr liegenden 
begrenzten Figur gegeben. Es 
lassen sich dann, wie jetzt ge- 
zeigt werden soll, die Projektionen des Schnittpunkts ohne 
vorherige Ermittelung der Spuren der Ebene finden. 

Die Ebene E sei gegeben durch die beiden 
Projektionen A 1 B 1 C 1 und A % B % C % des Dreiecks 
ABC (Fig. 121a und b). Die durch g senkrecht zu 77- 
gelegte Ebene H schneidet die Ebene des Dreiecks ABC 
in einer Geraden FG = k, deren erste Projektion k x mit der 
gleichnamigen Projektion von g zusammenfällt. Die zweite 
Projektion & 2 von k ist die Verbindungslinie der zweiten 
Projektionen F 9 und 6r 2 der Punkte F und G, die bezw. auf 
den Seiten AB und AC des Dreiecks liegen und daher 
ihre ersten Projektionen F t und G 1 in den Schnittpunkten 
von g ± mit A X B X und A 1 C 1 haben. Der Schnittpunkt D 
von k und g ist der gesuchte Schnittpunkt von E und g 7 
da er auf beiden Gebilden zugleich liegt. 




Fig. 120. 
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Die zeichnerische Durchführung (Fig. 121b) besteht 
darin, dafs man die zu F t und G x gehörigen zweiten Pro- 
jektionen F 9 und 6r a auf -4 a 2? s bezw. A % C 2 bestimmt und 




Fig. 121». 

zu dem Schnittpunkt D 2 von F 2 G 2 und g % die auf g l 
liegende erste Projektion D ± ermittelt. 

Bei dieser Gelegenheit möge 
darauf hingewiesen sein, dafs 
es für die klare Auffassung der 
Zeichnungen unbedingt erforder- 
lich ist, in jeder Projektions- 
darstellung diejenigen Teile des 
einen Gebildes, welche durch in 
der Sehrichtung gelegene Teile 
eines anderen Gebildes verdeckt 
werden, nicht auszuziehen, son- 
dern zu punktieren, wie es in 
Fig. 121b geschehen ist. 

Die Entscheidung darüber, 
welche Teile der Geraden g in 
den zu n ± bezw. 77 a senkrechten 
Sehrichtungen von der Dreiecks- 
fläche verdeckt werden, wird 
wesentlich dadurch erleichtert, 
dafs man weifs, ob die Drei- 
ecksfläche in den beiden genannten Sehrichtungen dem Be- 
schauer die gleiche Seite oder verschiedene Seiten zukehrt. 




Fig. 121b. 
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Mau erkennt leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

„Ein Dreieck kehrt dem Beschauer in 
den zu 77 1 bezw. 77 2 senkrechten Seh- 
richtungen dieselbe Seite oder ver- 
schiedene Seiten zu, je nachdem die 
durch die ersten Projektionen der Eck- 
punkte und die in entsprechender 
Reihenfolge genommenen zweiten Pro- 
jektionen der Eckpunkte festgelegten 
Umlaufsrichtungen den gleichen oder 
verschiedenen Richtungssinn haben." 

In Fig. 121b haben die Umlauferichtungen A 1 B 1 C 1 
und A 9 B 2 C 2 gleichen Richtungssinn; man sieht, gleichviel 
ob das Dreieck von vorn (d. h. senkrecht zu 77 a ) oder von 
oben (d. h. senkrecht zu n^) betrachtet wird, dieselbe Seite 
der Dreiecksfläche. 

Nicht so ist bei der durch 
Fig. 122 wiedergegebenen 
Lage der Dreiecksfläche. 
Dort haben die Umlaufs- 
richtungen A x B 1 C ± und 
A 2 B 2 C 2 entgegengesetzten 
Richtungssinn; das Dreieck 
zeigt in der That von vorn "~ 
und von oben betrachtet ver- 
schiedene Seiten. 

In Fig. 121b hegt der 
zu D t L x und 2? a Z/ 9 gehörige 
Teil der Geraden g, wie aus 
dem Aufrifs deutlich zu sehen 
ist, oberhalb der in der Drei- 
ecksebene liegenden Geraden A; daher ist dieser Teil DL 
der Geraden bei der Betrachtung von oben her sichtbar 
und folglich D x L x voll auszuziehen. Da die Gerade g die 
Dreiecksfläche in D durchsetzt, so liegt der auf LD 
folgende Teil von g, von oben gesehen unter der Dreiecks- 
fläche und wird daher durch diese verdeckt. Folglich ist 
D 1 F 1 zu punktieren. — Da ferner LD von vorn gesehen 
vor der Dreiecksfläche liegt, ist L 2 D 2 ebenfalls voll aus- 
zuziehen und dafs auf D 2 folgende Stück von g 2 , soweit es 
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innerhalb der Contonr des Dreiecks A 9 B 2 C 9 liegt, zu 
punktieren. 

In Fig. 122 dagegen ist der Sachverhalt etwas anders. 
Dort liegt auch wieder das Stttck L D, wie aus dem Vergleich 
mit der Lage von k folgt, oberhalb der Dreiecksfläche ABC, 
und daher ist L X D X im Grundrifs voll auszuziehen. Das 
Auf D x folgende Stück von g v D x G 1 ist, weil unterhalb der 
Dreiecksfläche ABC liegend, zu punktieren. Da nun das 
Dreieck ABC, von vorn gesehen, die andere Seite zeigt, 
so liegt bei dieser zweiten Betrachtung LD zum Teil ver- 
deckt hinter der Dreiecksfläche. Folglich mufs von L±D % 
derjenige Teil punktiert werden, der innerhalb der Contonr 
der Dreiecksfläche A % 2? a C 9 liegt. Da die Gerade g in I) 
die Dreiecksfläche durchsetzt, so liegt sie in ihrem weiteren 
Verlaufe vor der Dreiecksfläche und ist daher im Aufrifs voll 
auszuziehen« 



§ 34. Schnitt einer Ebene mit einem Ebenenstück. — 

Schnitt zweier Ebenenstücke. 

Die im letzten Paragraphen entwickelte Methode findet 
Anwendung bei den Aufgaben über die Schnittbestimmung 
zweier Ebenen E x und E i7 wenn entweder die eine oder 

beide nicht durch ihre 
Spuren, sondern durch die 
Projektionen eines darin 
liegenden Flächenstückes 
gegeben sind. 

1. Die Ebene E x sei 
gegeben durch ihre 
Spuren s ± und # 9 , die 
Ebene E % durch erste 
und zweite Projektion 
eines in ihr liegen- 
den Dreiecks ABC. 
Die Schnittlinie g beider 
Ebenen ist bestimmt durch 
Fi * 128m - zwei ihrer Punkte. Man 

braucht daher nur die 
Durchschnittspunkte zweier der Ebene E % angehörenden Ge- 
raden mit der Ebene E t zu konstruieren. Die Verbindung^ 
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linie jener beiden Punkte ist die gesuchte Schnittgerade. 
AU die beiden Geraden, für welche man die Schnittpunkte 
mit-E, bestimmt, können 
zwei Seiten des Dreiecks 
ABC selbst genommen 
werden, oder sofern die 
Schnittpunkte zu un- 
günstig ausfallen, irgend 
zwei andere in E t 
liegende Gerade. In 
Fig. 123a ist die Kon- 
struktion für die Seiten a 
BC und A C, in Fig. 
123b für die Seite AB 
and eine Hülfsgerade 
GS ausgeführt, da 
die bei den beiden an- 
deren Seiten auftreten- 
den Schnittpunkte über- 
haupt nicht mehr in die FiB . im. 
Zeichenfläche fallen. 

2. Beide Ebenen E t und E t sind durch die. 
beiden Projektionen je eines Dreiecks gegeben, 




E } durch ABC, E^ durch A'B'G. In diesem Falle ver- 
fährt man nach der an Fig. 121a und b (S. 120) erläuterten 
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Methode; in Fig. 124 sind die Punkte D und F bestimmt, 
in denen die Seiten A f B f nnd A' C die andere Dreiecks- 
fläche dorchstofsen. Nötigenfalls sind zur Erlangung günstiger 
Schnittpunkte Htilfsgeraden in der einen oder anderen 
Dreiecksfläche zu verwenden. 

3. Schliefslich noch ein Beispiel (Fig. 125), wo beide 
Ebenen durch je einen von zwei parallelen Geraden 




Fig. 126. 

begrenzten Flächenstreifen gegeben sind. JE ± sei 
bestimmt durch die Geraden g und A; E % durch g r und /*'. 
Die Konstruktion selbst verläuft nach den vorher ent- 
wickelten Grundsätzen. 



§ 35. Die zu einer Ebene senkrechte Gerade. 

Steht eine Gerade g auf einer beliebig gelegenen 
Ebene E senkrecht, so gilt der folgende wichtige Satz: 

„Die Projektionen einer auf einer Ebene 
senkrechten Geraden stehen senkrecht auf 
den gleichnamigen Spuren der Ebene." 

In Fig. 126 ist glE; dann steht die durch g senk- 
recht zu n t gelegte projizierende Ebene H aufserdem noch 
senkrecht auf E; folglich mufs die Ebene // auf der Schnitt- 
geraden von E und n i7 nämlich auf der ersten Spur s x 
von E x senkrecht stehen. Daraus folgt aber, dafs s ± senk- 
recht steht auf der ebenfalls in H gelegenen ersten Projektion 
g x von g. Dafs g% bezw. g s senkrecht auf s % bezw. &. 
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ist, ergiebt sich mit Hülfe der g auf 77, bezw. 77 8 pro- 
jizierenden Ebene in derselben Weise. 



4 — ß 




Fig. 126. 

Dem obigen Satze entspricht die folgende Umkehrung: 

„Stehen die drei Projektionen einer 
Geraden senkrecht auf den gleich- 
namigen Spuren einer Ebene, so steht 
die Gerade senkrecht auf der Ebene." 

Im allgemeinen steht eine Gerade schon auf einer 
Ebene senkrecht, wenn zwei ihrer Projektionen auf den 

z 
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Fig. 127. 



b) 



gleichnamigen Spuren der Ebene senkrecht sind; indessen 
müssen in dem besonderen Falle, wo die Ebene E parallel 
zu einer Achse ist und die Gerade g in einer zu dieser 
Achse senkrechten Ebene liegt, doch alle drei Projektions- 
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Fif. m 



ebenen in Betracht gezogen werden. In Fig. 127 a steht g 
nicht senkrecht anf E, obwohl j,i», und <j t ±e a . In 
Fig. 127b ist gl E, da auch noch &i« g ist 

Die Anwendungen des 
Kriteriums für die Senk- 
rechte zu einer Ebene 
sind sehr mannigfaltig 
und sollen an einer Reihe 
von wichtigen Aufgaben 
besprochen werden. 

1. . Der Abstand 
eines Punktes P 
von einer dareh 
ihre Spuren gege- 
benen Ebene E soll 
gezeichnet werden 
(Fig. 128). 

Man fällt vom Punkte P das Lot l auf die Ebene E, 
bestimmt den Schnittpunkt C des Lotes l und E, und 
zeichnet schliefslich die Entfernung CP in wahrer Gröfse. 
— In der Zeichenebene zieht man zunächst durch P 1 die 
Gerade L, senkrecht zu «,, 
durch P, ebenso l t senkrecht 
zu », ; dann sind /, and l, 
die beiden ersten Pro- 
jektionen des Lotes l. Das 
Übrige erledigt sich auf 
bekannte Weise. PC 1= l 
ist der gesuchte Abstand. 

2. Der Abstand eines 
Punktes P von einer 
durch ihre beiden ersten 
Projektionen gegebenen 
Dreiecksfläche ist zu 
bestimmen. (Fig. 129.) 
Diese Aufgabe, obgleich 
rif. im. hn Grunde genommen die- 

selbe vwß die vorige, wird 
doch etwas anders gelost, da man die Spuren *„ s, der 
Dreiecksebene nicht unbedingt braucht. Man zieht zunächst 
in eine zu 77, und U % parallele Spurparallele, p and p' 
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(s. Fig. 103), fällt von P, auf p, und von P 2 auf p 9 ' die 
Lote \ bezw. ^, bestimmt den Schnittpunkt Z? von l mit 
der Dreiecksfläche (s. Fig. 121b) und stellt PD in wahrer 
Gröfse dar. 

3. Es ist der Abstand zweier dureh ihre 
Spuren **, * a und t v t 2 gegebenen parallelen 
Ebenen E t und E 2 zu konstruieren. 

Man fällt irgend ein Lot l auf beide Ebenen und 
konstruiert die wahre Länge des Abstandes der Durchstofs- 
punkte A und B des Lotes l mit E x und 2i. Den Gang 
der Lösung veranschaulicht Fig. 130a; A % JB ist der ge- 
suchte Abstand. 




») 



Flff. 180. 



Vereinfacht wird die Lösung, wenn das Lot l von einem 
von vorn herein bekannten Punkte der einen Ebene gezogen 
wird. Es ist dann nur der eine Schnittpunkt von l mit 
der anderen Ebene zu bestimmen. In Fig. 130 b ist da» 
Lot auf E 1 vom Schnittpunkte R der Spuren t x und t % 
gefällt 

4. Der Abstand eines Punktes P von einer 
Geraden g ist zu ermitteln.*) Man legt durch den 



*) Andere Lösung: Man bestimmt in dem vom Punkte P und 
zwei Punkten A und S der Geraden g gebildeten Dreieck die zu AB 
gehörige Höhe. (vgl. § 22, S. 70.) 
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Punkt P eine Ebene H senkrecht zur gegebenen Gerades 
und bestimmt den Schnittpunkt A von g und H. Die 
Strecke PA ist der gesuchte Abstand. Die Spuren s t und *, 
der Ebene H sind der Richtung nach bekannt, da sie ani 
g t bezw. g % senkrecht stehen müssen. Um ihre Lage zq 
bestimmen, zieht man durch P eine zu n x parallele Spur- 
parallele h, deren erste Projektion /^ senkrecht zu g x und 
deren zweite Projektion parallel zur Achse OX ist. Ist 
S" die zweite Spur von A, so geht * 2 durch S" senkrecht 
zu 9%] h S&t durah Q, den Schnittpunkt von s 9 mit 01 } 
parallel zu h x . Der weitere Verlauf der Konstruktion 
braucht nicht besonders beschrieben zu werden. (Fig. 131.) 




Fig. 131. 



5. EsistderNeigungswinkeleinerGeraden^ 
gegen eine durch ihre Spuren gegebene Ebene 
zu konstruieren. 

Der Neigungswinkel v von g gegen die Ebene E ist 
bekanntlich derjenige Winkel, den die Gerade g mit ihrer 
Projektion auf E einschliefst. Fällt man von einem Punkte A 
der Geraden g (Fig. 132 a) das Lot l auf die Ebene E, so 
sind der Punkt A sowie die Schnittpunkte G und H von 
g und l mit der Ebene E die Ecken eines rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen bei G gelegener spitzer Winkel HGA = v 
•ist. Folglich ist der andere spitze Winkel HA G = /n, den 
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die Gerade g mit dem Lote l einschliefst, das Komplement 
des gesuchten Winkels v. Es ist praktisch, diesen Winkel p 
zunächst zu konstruieren. — Durchgeführt ist die Kon- 




Fig. 132 a. 



struktion in Fig. 132 b. Nachdem von den Projektionen 
A x und A 2 des beliebigen Punktes A der Geraden g Senk- 
rechte l r bezw. / a zu den Spuren s x bezw. s a gezogen sind, 




ist der Winkel fx um die Verbindungslinie S f B' der ersten 
Spuren seiner Schenkel in die Horizontalebene umgelegt. 
Der Radius des Kreisbogens, den der Scheitel A des 

Schröder, Darstellende Geometrie. 9 
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Winkels fi hierbei senkrecht zur Drehangsachse beschreibt 
ergiebt sich vermittelst des rechtwinkligen Dreiecks A ± CD, 
in dem -4, D = A A % ist. Der gesuchte Neigungswinkel 
v = S'A'F wird erhalten durch Ergänzung des Winkels 
B' A' S' = p zu einem Rechten. 



§ 36. Kürzester Abstand zweier windschiefen 

Geraden. 

Der kürzeste Abstand zweier windschiefen 
Geraden g und A ist diejenige Strecke, welche 
auf beiden Geraden zugleich senkrecht steht, 
und deren einer Endpunkt auf g, deren anderer 
Endpunkt auf h liegt. 

1. Die Richtung dieser Strecke kann leicht festgelegt 
werden. Alle zu g allein senkrechten Richtungen liegen in 
einer beliebigen zu g senkrechten Ebene H; desgleichen finden 
sich alle zu h senkrechten Richtungen in einer zu h senk- 
rechten Ebene H'. Folglich ist die sowohl auf g als auch 
auf h senkrechte Richtung gegeben durch die Schnittgerade i 
der Ebenen H und B\ Die durch die Gerade g parallel 
zu k gelegte Ebene H" trifft die Gerade h in einem Punkt A'. 
Die durch K zu k gezogene Parallele schneidet die Gerade g 
im Punkte L. Die Strecke L K ist der gesuchte Abstand. 

Die Konstruktion ist ausgeführt in Fig. 133. Durch 
den beliebig gewählten Punkt A der Achse OX sind Senk- 
rechte ^ 1 y^,t lJ t i zu &> &> A 1? 7i 2 gezogen. «. und s a sind 
dann die Spuren einer zu g senkrechten Ebene H und t 1? t % die 
Spuren einer zu h senkrechten Ebene ET. Die Durchschnitte- 
gerade k von H und H' ist mit Hülfe einer zu 77, parallelen 
Ebene konstruiert, deren Horizontalspur B C ist. Die Pro- 
jektionen von k sind die durch A gehenden punktierten Ge- 
raden k t und k 9 . Darauf ist parallel zu k durch den Punkt 
F von g die Gerade l gezogen. Der Schnittpunkt K der 
Geraden h mit der durch g und l bestimmten Ebene 77". 
die zu k parallel ist, wurde durch Benutzung der h auf IJ : 
projizierenden Ebene gefunden; jene projizierende Ebene 
schneidet nämlich die Ebene H" in der Geraden G J 7 deren 
erste Projektion G t J x mit h t zusammenfällt und deren zweite 
Projektion G 2 J 2 mit A 9 zusammen die zweite Projektion £, 
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des Punktes K liefert. Die durch K l and K % zu L bezw. l 2 
(oder was dasselbe ist zn k x bezw. k t ) gezogenen Parallelen 
treffen </, und g % in X, bezw. L 9 . L x K x nnd L t K % sind 
die Projektionen des kürzesten Abstandes von g nnd Ä, 
dessen wirkliche Grttfee L. A? ist 



2. Eine andere Lösung derselben Aufgabe beruht auf 
der folgenden einfachen Überlegung: Zieht man durch einen 
beliebigen Punkt A von g die Parallele Ä' zn A (Fig. 134a), 
so ist die durch K nnd g bestimmte Ebene H parallel zn Ä, 
nnd somit haben alle Punkte von A 
den gleichen senkrechten Abstand 
von der Ebene H. Das von irgend 
einem Pnnkte B von A auf // 
gefällte Lot trifft H im Punkte C; 
die durch C zu A gezogene 
Parallele h" liegt ebenfalls in R 
und trifft y in Ä Die durch D 
zu B C gezogene Parallele liegt 
in der durch die Punkte B, C, D 
bestimmten Ebene nnd schneidet A in F. Die Strecke DF 
ist dann sowohl senkrecht auf g als anch senkrecht auf h 
und ist daher der kürzeste Abstand von g und A. 




flf. m». 
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Fig. 134 b giebt die genaue Durchführung der Kon- 
struktion. Im Einzelnen ist dazu Folgendes zu bemerken: 
Die zuerst zu h gezogene Parallele h' ist so gelegt, dafs ihre 
zweite Projektion h % f mit A t zusammenfällt; das bedeutet 
nichts anderes, als dafs h' und h in derselben auf 77, senk- 
rechten projizierenden Ebene liegen. Die Spuren der durch 
g und h! bestimmten Ebene sind s 1 und * 9 . Als der Punkt 
B auf A, von welchem das Lot auf diese Ebene gefallt 
wird und von dessen Projektionen B 1 und Z? 9 mithin die 
Senkrechten l t und l 2 zu s 1 bezw. « a gezogen werden, ist 
die zweite Spur von A gewählt. Das Übrige läfet sich an 
der Hand der Figur leicht verfolgen. 




o 



Fig. 184b. 

3. Schliefslich sei noch ein drittes Verfahren ent- 
wickelt, welches den kürzesten Abstand von g und h als 
Schnitt zweier Ebenen liefert. Denkt man sich nämlich, 
nachdem wieder wie in Fig. 134 a und b die Hülfsebene H 
konstruiert ist, sowohl durch g als auch durch h je eine zu 
H senkrechte Ebene U f und H" gelegt, so schneiden sich 
diese beiden Ebenen offenbar in der sowohl auf g als auch 
h senkrechten Geraden d; die zwischen g und A gelegene 
Strecke von d ist der gesuchte kürzeste Abstand. 
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Was die Konstruktion in der Zeiohenebene betrifft, so 
erhält man die Spuren det durch g senkrecht zur Ebene II 
gelegten Ebene H' (Fig. 135), wenn man zuerst in irgend 
einem Punkte von g auf der Ebene H das Lot l errichtet 
und dann durch g und V die Ebene II' legt. In der Figur 135 
ist das Lot V in der ersten Spur 5' von g auf H errichtet. 
Die Spuren von E' sind t' und t ? '. Ganz entsprechend er- 
geben sich die Spuren (," nnd (," von H" mit Hülfe des 
von der zweiten Spur U" der Geraden A auf die Ebene B 



gefüllten Lotes l". Die Projektionen der Durchschnitts- 
geraden d von W und H" sind ermittelt durch Zuhulfe- 
nahme einer zu n t parallelen Ebene, deren Spur in IL die 
Gerade FG ist. Die Strecken I> 1 C. und D t C % sind die 
Projektionen des gesuchten kürzesten Abstandes von g und h. 
(Es sei nebenher bemerkt, dafs die Strecken A, C t und A t C t , 
die eigentlich zu punktieren waren, der grösseren Deutlich- 
keit halber ebenfalls ausgezogen sind,) 



§ 37. Die Neigungswinkel einer Ebene gegen die 
Projektionsebenen. 

Der Neigungswinkel zweier Ebenen E 1 und 
E a ist bekanntlich der Winkel zweier Ge- 
raden, in denen die Ebenen E r und_E K von einer 
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beliebigen zu ihrer Schnittlinie senkrechten 
Ebene geschnitten werden. 

Der Neigungswinkel v einer Ebene E gegen 
eine der Projektionsebenen wird daher durch eine 
beliebige Ebene ausgeschnitten, welche auf der in jener 
Projektionsebene gelegenen Spur der gegebenen Ebene senk- 
recht steht. Die erste Spur BA (Fig. 136 a) einer solchen 
zu s t senkrechten Ebene, sofern es sich um den Neigungs- 
winkel v. gegen n x handelt, ist senkrecht auf a l7 die zweite 
Spur AC senkrecht auf der Achse OX. Zusammen mit 
der Schnittlinie BC in JE bilden diese beiden Spuren 
BA und CA das rechtwinklige Dreieck ABC, in welchem 
z. A BC= v x ist. In der Zeichenebene erhält man v ±J wenn 




Fig. 186 a. 

das Dreieck ABC entweder um AB in tl t oder um A C in 
77 3 umgelegt wird. Die Fig. 136 a enthält aufserdem noch 
das Dreieck ADF, dessen Ebene auf $ a senkrecht steht 
und somit den Neigungswinkel der Ebene E gegen 77, in 
der Zeichenebene liefert, wenn es entweder um iZ? in 77, 
oder um A F in n t umgelegt wird. 

Da die Ebenen der beiden Dreiecke ABC und ADF 
auf der gegebenen Ebene E senkrecht stehen, so mofs auch 
ihre Schnittlinie AG auf E senkrecht stehen; AG ist daher 
sowohl senkrecht zu BC als auch zu FD] oder: in den 
beiden r echt winkligen Dreiecken -A-BC und ADF 
sind die zu den Hypotenusen gehörigen Höhen 
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einander gleich. Von dieser wichtigen Eigenschaft soll 
alsbald Gebranch gemacht werden. 

In Fig. 136b ist nun die Umlegong der Dreiecke ABC 
und ADF um AB bezw. AD in 77, bezw. 77, wirklich 
ausgeführt. Man hat nur, nachdem A B und A D senkrecht 
zu s x bezw. 8 2 gezogen ist, in A auf A B und A D die Lote 
A C = AC und AF X ' = AF zu errichten und BC bezw. 
D F zu ziehen. Dann ist z.ABC 9 =sv„ ^ ADF' = v 2 . 

Fig. 136 c giebt die andere Art der Umlegung wieder. 
Es sind um A Kreisbogen mit A B bezw. A D gezogen, die 
OX in B f bezw. D' treffen. Nach Verbindung von B' mit 
<7, von D' mit F ist ^ AB'C = v 1 , und ^ AD' F= v % . 




]-p r-ji 




Fig. 186b. 



Fig. ltte. 



Aus der Figur sieht man, dafs die Spur s t der Ebene E 
Tangente des um A mit AB gezeichneten Kreises ist; dem- 
entsprechend berührt * 3 den um A mit AD gezeichneten 
Kreis. Ferner sind die zu den Hypotenusen B' C und D r F 
gehörigen Höhen A G' und A G" in der That einander gleich, 
wie es sein mufs. — Die zu den Spuren der Ebene E senk- 
rechten Geraden in E heifsen „Neigungslinien". 

Im Anschlufs an diese Darlegungen mögen einige 
Übungsaufgaben ausführlicher behandelt werden. 

1. Durch eine Gerade g soll eine Ebene E 
gelegt werden, deren Neigungswinkel v t gegen 
die Projektionsebene 77 x gegeben ist. 
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Die Spuren der; Ebene E müssen erstens durch die 
gleichnamigen Spuren der Geraden g gehen. Denken wir 
uns in E die Neigungslinie S" B zu n t durch die zweite 
Spur S" von # gezogen (Fig. 137a), so ist das Dreieck S" B S ± " 




Fig. 187». 



oder «".B'V aus S"S ? ", dem -^ & S x ' ' S" = 90° und 
^jS"iyS 1 " = v- konstruierbar. Dadurch erhält man in 
B'S^' den Radius des Kreises, welchen die erste Spur s t 
der gesuchten Ebene berühren mufs. 




Fig. 137 b. 



Die Konstruktion nimmt daher folgenden Verlauf: Man 
zeichnet (Fig. 137 b) das Dreieck S" B f S/', in welchem 
<üS"B'S 1 " = v 1 «t; dann zieht man um S x " mit S ± " & 
den Kreis, legt an denselben die Tangenten S r B und S' B'\ 
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welche OX in Q bezw. Q' treffen. Verbindet man endlich 
noch Q und Q* mit S", so sind QS' = 8 1} QS" = s 2 
einerseits und Q' S' = t v Q'S" = ^ andererseits die Spuren- 
paare der beiden Ebenen, welche den gestellten Bedingungen 
entsprechen. 

2. Durch einen Punkt P der Ebene 77, ist eine 
Ebene zu legen, die mit den beiden Projektions- 
ebenen die gegebenen Neigungswinkel v. und v % 
bildet. 

Zieht man PA senkrecht zur Achse OX (Fig. 138), 
so kann man an PA in 77 a zunächst das Dreieck P AB' 
zeichnen, welches den gegebenen Winkel PS A = v ± besitzt. 
Um dasjenige zu PB f A gehörige, in n x gelegene Dreieck 




Hg. 186. 

zu erhalten, welches die gleiche Hypotenusenhöhe und 
überdies den gegebenen Winkel v 9 enthält, trägt man 
in F an der durch F zu OX gezogenen Parallelen den 
Winkel HF' D" = v % an und trägt auf dem zu D" F' ge- 
zogenen Lote A G'" die Strecke 4 6?" = 4 G' ab. Durch 
G" wird die Parallele D'F zu D" F' gezogen. Da nun 
die Spuren der gesuchten Ebene durch F bezw. P gehen 
und aufserdem die mit A B f bezw. A D' um A gezeichneten 
Kreise berühren müssen, so zeichnet man zunächst die 
beiden genannten Kreise und zieht etwa von P an den mit 
AD' gezeichneten Kreis die Tangenten PQ = s % und 
PQ'=t i ; von den Punkten Q und Q' gehen wieder je 
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«wei Tangenten, nämlich QB = s 1 und QB" = 8 ± ' einerseits, 
sowie Q'B"' = t x und Q'B IV =t ± f andererseits an den mit 
AB' gezeichneten Kreis; hiervon müssen — darin liegt die 
zeichnerische Kontrolle — s ± und t x durch F gehen, während 
•8 t ' und t x f durch den zu F in Bezug auf OX symmetrisch 
gelegenen Punkt F" gehen. Es giebt im Ganzen vier Ebenen, 
die den gestellten Bedingungen genügen. 



§ 38. Der Neigungswinkel zweier beliebigen 

Ebenen. 

Der Neigungswinkel v zweier Ebenen E t und E %7 deren 
Spuren s v * 9 bezw. t v t 2 sind (Fig. 139a), wird gefunden 
mit Hülfe einer durch den beliebigen Punkt C der Schnitt- 
geraden S' S" gelegten zu S' S" senkrechten Ebene, welche 
E ± und E 9 in den Geraden AC und CB schneidet; 
z. A CB ist dann der Neigungswinkel v. Die Ebene des 




Fig. 139». 

Dreiecks ACB hat eine zur ersten Projektion S' S t " von 
S'S" senkrechte erste Spur AB, welche S f S x " im Punkte 
D schneidet. In der Zeichenebene erhält man den Winkel y, 
wenn das Dreieck ACB um die Drehungsachse AB in n t 
umgelegt wird. Dabei beschreibt der Scheitelpunkt C von v 
einen Kreisbogen, dessen Ebene senkrecht auf 77 1 ist und 
-dessen Radius gleich dem Abstände des Punktes C von A B 
ist. Dieser Radius ist aber gerade die Strecke CD. Denn 
<lie Ebene n x und die projizierende Ebene S" S x " S' stehen 
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auf einander senkrecht; da nun A D eine Gerade ist, welche 
in der einen Ebene, 77 x , liegt und auf der Durchschnitts* 
geraden S t " S' von n t und S n S t n S f senkrecht steht, so 
mufs AD auch senkrecht auf der ganzen Ebene S" S t "S' 
stehen. Demnach ist ^.ADC=1R und C-D, wie be- 
hauptet, der Radius des vorher genannten Kreisbogens. 
Andererseits ist CD auch senkrecht auf S" S' ; folglich ist 
CD leicht konstruierbar, wenn man zunächst das Dreieck 
£"^"5' in die Ebene 77 ? um S" S/' umlegt. Der Punkt C 
mufs nach Umlegung in 71 auf einen Punkt G von 
S/'S' fallen, für .welchen DG = DQ ist. 




Hiernach regelt sich der Gang der Konstruktion in der 
Zeichenebene folgendermafsen (Fig. 139 b): Man zieht durch 
den beliebigen Punkt D von S x " S' die Gerade AB senk- 
recht zu S/'S', zeichnet um S/' mit S x " D und S^S 9 . 
Kreise, die OX in D' bezw. F treffen, fällt auf S" F das 
Lot D' C und macht DC = D' G\ Dann ist ^ A GB = v. 

Eine zweite Lösung veranschaulichen die Fig. 140 a 
und b. Dort ist (Fig. 140 a) die zur Schnittgeraden S"S' 
der Ebenen senkrechte Hülfsebene dieses Mal so gelegt, 
dafs sie durch den auf der Achse OX gelegenen Spuren- 
schnittpunkt B der Ebene E 2 geht. (Notwendig ist das 
indessen nicht.) Offenbar läfst sich nun das den Neigungs- 
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winkel v enthaltende Dreieck ABC in der Zeichenebene 
herstellen, wenn seine Seiten A C und A B ihrer wirklichen 
Länge nach bekannt sind. Diese den Dreiecken QS"S f 




Fig. 140 a. 



und B S" S' angehörigen Strecken A C und B C erscheinen 
in der Zeichenebene in ihrer wahren Länge, wenn die 
genannten Dreiecke QS"S' und BS"S' durch Drehung 




Kg. 140 b. 



um QS' bezw. BS' in Z^ umgelegt werden. Dabei be- 
schreibt die gemeinsame Ecke S" beider Dreiecke das 
eine Mal einen Kreisbogen, dessen Ebene senkrecht auf 
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QS' und 77 1 ist und daher als erste Spur und Projektion 
zugleich die von S/' auf QS' gefällte Senkrechte hat. Das 
andere Mal ist die erste Spur und Projektion der Ebene, 
in welcher die von S" beschriebene Kreisbahn liegt, das 
von S x " auf BS' gefällte Lot. Die Lagen T und T", in 
welche S" in IJ ± kommt, sind bestimmt durch die Be- 
dingungen QV = QS" xmd BT" = BS". Ferner mufs 
S' V = S' T" sein, da beide Strecken die Durchschnitts- 
gerade S' S" der Ebenen E ± und i? a in 77 1 darstellen. Hierin 
liegt eine wesentliche Zeichnungskontrolle. Werden in den 
Dreiecken QS'T und BS'T" von A bezw. B die Lote 
A C" und B C" auf S f V bezw. S' T" gefällt, so hat man 
damit die Strecken AC und BC in wahrer Länge kon- 
struiert. Es mufs natürlich hierbei auch wieder S' C" = S' C" 
«ein. Die um A und B mit AC" bezw. BC" in n ± ge- 
zeichneten Kreisbogen schneiden sich im Punkte C", welcher 
auf der ersten Projektion S^'S' der Durchschnittsgeraden 
von E t und E % liegen mufs. z. AC B ist dann der ge- 
suchte Neigungswinkel v. Die in Fig. 140 b gegebene Aus- 
führung der Konstruktion innerhalb der ebenen Zeichenfläche 
bedarf nunmehr keiner weiteren Beschreibung. 

Die beiden vorstehend geschilderten Methoden versagen 
zunächst, wenn die gleichnamigen Spuren der Ebenen E t 
und E 2 sich nicht im Bereich des Zeichenfeldes schneiden. 
Indessen kann man diesen Umstand leicht dadurch umgehen, 
dafs man zu einer oder zu beiden gegebenen Ebenen je 
eine geeignete parallele Ebene einführt, da der Neigungs- 
winkel durch Parallelverschiebung einer oder beider Ebenen 
nicht geändert wird. 

In allen Fällen ist jedoch noch ein drittes Verfahren 
anwendbar. Bekanntlich schliefsen die Lote, welche von 
einem beliebigen Punkt des Raumes auf zwei gegebene 
Ebenen E x und E 2 gefällt werden, den Neigungswinkel v 
der Ebenen oder sein Supplement ein. Man kann daher 
den Neigungswinkel v dadurch erhalten, dafs der Winkel 
zweier solchen Lote in wirklicher Gröfse aus seinen beiden 
Projektionen ermittelt wird. 

In Fig. 141 sind s t und s a die Spuren von E v t t und 
t % diejenigen von 2? 2 ; die Projektionen des von dem be- 
liebigen Punkte P auf E t gefällten Lotes l sind l x und l 9 ; 
das von P auf E % gefällte Lot V hat die Projektionen l x f 
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und //. Die wahre Gröfse des von l und V gebildeten 
Winkels v ist durch Umlegung des Winkels um die Ver- 
bindungslinie der ersten Spuren S f und T' von l bezw. t 
in 77 1 ermittelt Im übrigen ist P x B = P P 2 und 
AB = AP; ^ V PS' = v. 




Ffr. 141. 

Sobald die Ebenen 22, und E 2 durch die Projektionen 
je eines ihnen angehörenden Flächenstückes gegeben sind, 
ist es unnötig, erst die beiden Spurenpaare selbst zu kon- 
struieren; es ist ausreichend, für jede der Flächen nach 
bekannter Methode je eine der zu 77 1 und /7 2 gehörigen 
Spurparallelen zu zeichnen. Darauf verfahrt man wieder 
derart, dafs man von einem Punkte P des Raumes Lote auf 
jede Fläche fallt und deren Winkel bestimmt. 

Schlierslich sei noch von einem Spezialfall die Rede. 
Sind zwei gleichnamige Spuren der Ebenen E t und E % 
parallel, etwa s t und L, während s 2 und t 2 gegen einander 
geneigt sind, so mufs die Durchschnittsgerade d der Ebenen 
E l und E 2 parallel zu n i sein; es giebt sich das in der 
Projektionsdarstellung dadurch zu erkennen, dafs d % parallel 
OX ist; die erste Projektion d x ist parallel zu $ x und t x . 
(Fig. 142.) Dann mufs aber jede zu d senkrechte Ebene 
zugleich senkrecht auf U x sein. Daraus folgt, dafs in 
diesem besonderen Falle die in Fig. 139b mit CD be- 
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zeichnete Höhe des Dreiecks ACB, welches den Neigungs- 
winkel v enthält, gleich der Strecke WS^' ist Man hat 
daher, nachdem AB durch D senkrecht zn d x gezogen ist, 
auf <L die Strecke D C = S^S^' abzutragen und A und B 
mit Ö zu verbinden. Dann ist ^ AG JB = v. 





Flg. 142. 



Fig. 148. 



Stehen die parallelen Spuren s t und t x noch auf der 
Achse OX senkrecht, so wird die Ebene des Neigungs- 
winkels v parallel zu 77 2 und daher v selbst gleich dem 
Winkel, den die zweiten Spuren « 2 und £ 2 mit einander 
bilden. (Fig. 143.) 



§ 39. Transformation der Projektionsebenen. 

Bei einigen am Schlüsse dieses Abschnitts zur Er- 
örterung gelangenden Aufgaben ist es zweckmäfsig, aufser 
den ursprünglich gegebenen Projektionsebenen n l und 77 9 
noch eine Httlfsebene ZT 8 zu verwenden, welche nicht, wie 
die bereits früher (§ 15) eingeführte Ereuzrifsebene auf n t 
und IT 9 zugleich, sondern nur auf einer dieser beiden 
Ebenen senkrecht steht. 

Diese neue Ebene kann dann wieder als eine dritte 
Projektionsebene aufgefafst werden, und es soll nunmehr 
gezeigt werden, wie sich die Projektion irgend eines 
Baumpunktes A auf diese dritte Ebene 77 s durch die 
beiden ersten Projektionen A 1 und A % bestimmen 
läfst, sobald die Stellung von 77 8 zu 77 1 und 77 2 bekannt ist. 

In Fig. 144 ist der Sachverhalt zunächst in schiefer 
Parallelprojektion dargestellt Die Ebene 77 8 ist dort senk- 
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recht zu 77 1 angenommen worden und schneidet 77, in der 
Geraden Dg); die Ebene 77 2 wird in der Geraden D 3 ge- 
schnitten. Der Winkel XDg) sei kein Rechter. Die Pro- 
jektion eines beliebigen Kaumpunktes A auf die Ebene 77«, 
ist der Fufspunkt A z des von A auf 77 8 gefällten Lotes. 
Die Strecke AA S ist parallel und gleich dem von A^ auf 
D g) gefällten Lote A x R. Ferner ist RA 9 = A x A = Q A^. 
Um die Projektion -4 8 in der einen Zeichenebene darzu- 
stellen, dreht man die Ebene 77 8 um die Achse Dg) so 
weit, bis sie auf die Ebene n t fällt. Dann gelangt die 

Achse D 3 in die neue Lage D3; der Winkel g)D3 ist 




Fig. 144. 

ein rechter, und der Winkel OD 3 ist abhängig von der 
Stellung der Ebene 77 8 zu 77 a . 

Durch die genannte Drehung von 77 8 um D g) wird 
das in 77 8 gelegene Rechteck D R A 8 S in die Lage D Ä A\ &' 
tibergeführt. Da bei der Drehung jeder Punkt von 77 8 einen 
Kreisbogen beschreibt, dessen Ebene senkrecht auf der 
Drehungsachse D g) steht, so mufs A $ ' in der Verlängerung 
der Geraden A 1 R über R hinaus liegen. Ein zweiter geo- 
metrischer Ort für A 3 ' in der Zeichenebene ist die durch 
S" zu Dg) gehende Parallele &' A z '. Zu dem Punkte S' 
kann man auch dadurch gelangen, dafs man die Strecke 
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OS zunächst durch Drehung um innerhalb der Ebene 
77 9 in die Lage OS' auf der Achse OX überführt und dann 
OS' durch Drehung um O innerhalb 7^ in die Lage OS" 
gelangen läfst. 

Wird dann schliefslich noch 77 x durch Ausführung der 
Vierteldrehung um OX (§ 14) mit der Vertikalebene 77 9 
zur Koincidenz gebracht, so wird aus den beiden mit gleichem 
Radius O S (=OS'=0 S") um dasselbe Centrum O be- 
schriebenen Kreisbogen SS und S'/S" ein einziger Kreis- 
bogen. 

Auf Grund der vorstehenden Betrachtung wird nun die 
in Fig. 145 a gegebene Darstellung in einer Zeichenebene 
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Fig. 145a. 

deutlich. Unter irgend einem zunächst beliebigen Winkel 
ist 0$) gegen die ursprüngliche Achse OX gezogen; senk- 
recht zu Dg) ist D3 gezeichnet. 

Sind A x und -4 9 die ursprünglichen Projektionen von 
A auf n x und Z7 2 , so ergiebt sich A s ', wenn man von 
A ± auf D 9) das Lot A x R fällt, darauf A 2 S senkrecht zu 
3 zieht, um mit OS den Kreisbogen SS" bis zum 
Schnittpunkt 5" auf 03 zieht und endlich in 5" auf 
OQ das Lot errichtet. 

Sohröder, Daratellende Geometrie. 10 
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Liegen die Projektionen eines Baumpunkts nicht auf 
verschiedenen Seiten der Achse X, sondern auf derselben 
Seite von OX, wie es für den durch B t und B 2 darge- 
stellten Punkt B (Fig. 145 a) der Fall ist, so zieht man 
ganz analog B x U und B 9 V senkrecht zu D g) bezw. D 3> 
beschreibt dann um D mit V den Kreis in dem durch 
die Pfeilrichtung angedeuteten Sinne bis zum Schnittpunkte 

F" mit DB' und zieht schliefslich das Lot in V zu D# 
bis zum Schnittpunkte B* s mit B 1 U. 
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Fig. 145 b. 



Fig. 145 b veranschaulicht den anderen Fall, dafs die 
Ebene IT 8 senkrecht zu 77 2 aufgestellt ist. Dann findet die 
Umlegung von 77 8 um die Achse OQ in die Ebene 77 2 statt 
Die Aufbidung der dritten Projektion eines Punktes A 
bezw. B bedarf für diesen Fall keiner weiteren Erläuterung, 
da sie in ganz entsprechender Weise wie im vorigen Falle 
erfolgt. 



§ 40. Die Halbierungsebenen. 

Ein weiteres Hülfsmittel, das bei manchen späteren 
Aufgaben mit Vorteil benutzt werden kann, erlangt man 
durch Einführung der sog. „Halbierungsebenen". 



§ 40. Die Halbierungsebenen. 
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Die Punkte des Raumes, welche gleiche Abstände von 
den beiden Projektionsebenen n x und 77, haben, erfüllen 
insgesamt zwei Ebenen H 1Z und H 2A (Fig. 146 a). Die 
Ebene H X9 halbiert den ersten und dritten Quadranten, die 
Ebene H 2l dagegen den zweiten und vierten Quadranten. 
Infolgedessen heifsen B 1S und H u die „Halbierungs- 
ebenen", und zwar soll H 1S die „erste Halbierungs- 
ebene", i? 24 die „zweite Halbierungsebene" genannt 
werden. 




Fig. 146 a. 

Ist A ein Punkt der vorderen Hälfte OXM 1 M i von 
JET 18 , so ist AA ± = AA % , oder A A^=A A 1 . Bei der 
Drehung von 77, um OX bis zur Koincidenz mit 77 2 (vgl. 
§ 14) kommt daher A 1 mit einem Punkte von 77 2 zur 
Deckung, der in Bezug auf die Achse OX zum Punkte A 2 
symmetrisch liegt. Das Gleiche gilt für jeden Punkt B der 
hinteren Hälfte OXM s M A von Z7 18 , nur dafs dann die 
erste Projektion B t durch Ausführung der Vierteldrehung 
von n x mit einem oberhalb der Achse OX gelegenen 
Punkte von /7 a zur Deckung kommt, der symmetrisch in 

10* 
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Bezug auf Ol zu dem unterhalb OX liegenden Punkte 
B t liegt. 

Anders verhält es sich mit den Punkten der zweiten 
Halbierungsebene H %1 . Ist C ein Punkt der den zweiten 
Quadranten durchsetzenden Hälfte OXN t N % von 17 24 , so 
erkennt man ohne weiteres, dafs durch die Drehung der 
Ebene 77, um OX die erste Projektion C x von C mit der 
zweiten Projektion C 2 zur Deckung kommen muls, da CC t 
= CC a oder C A C Q = C C t ist. Der Punkt C 2 der Zeichen- 
ebene, der dann zugleich die erste 
Projektion jenes Punktes C von H %A 
darstellt, liegt oberhalb der Pro- 
jektionsachse OX. Ganz analog 
fällt natürlich bei der Drehung 
von 77, um OX die erste Pro- 
"0 jektion D ± eines Punktes Z>, der 
in der vorderen Hälfte OXJV z N A 
von H %4t liegt, mit der unterhalb 
der Achse OX gelegenen zuge- 
hörigen zweiten Projektion D % zu- 
sammen. Die Darstellung der 
soeben geschilderten Verhältnisse 
in einer Zeichenebene ist in 
Einer weiteren Erläuterung bedarf es 
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Fig. 146 b. 



Fig. 146 b gegeben, 
dazu nicht. 

Das gewonnene Ergebnis fixieren wir durch den Satz: 

„Alle Punkte der ersten Halbierungsebene 
haben symmetrisch zur Achse gelegene 
Projektionen. Alle Punkte der zweiten 
Halbierungsebene haben zusammenfallende 
Projektionen." 

Was die Spuren der Halbierungsebenen angeht, so 
fallen die erste und zweite Spur sowohl bei H xs wie bei 
27 94 mit der Achse OX zusammen, da beide Halbierungs- 
ebenen die Achse OX enthalten. Die dritten Sparen 
halbieren die Winkel zwischen der OY- und OZ- Achse. 
Für H 1Z ist die Spurenlage in Fig. 147 a, für H tA in Fig. 
147 b angegeben. 

Jede nicht zu H 1Z bezw. 27 24 parallele Ebene E schneidet 
sowohl H 13 wie fl a4 in einer Geraden. In Fig. 148 a ist 
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die Schnittgerade d einer durch ihre drei Sparen t 1} f 2 , t B 
dargestellten Ebene E mit H IZ gezeichnet, in Fig. 148 b 
der Schnitt von E mit H 2A ausgeführt worden. In beiden 
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Fig. 147 a. 
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Fig. 147 b. 



Fällen mufs natürlich die Schnittgerade d durch den auf 
der Achse OX gelegenen Spnrenschnittpunkt Q gehen, da 




Fig. 148b. 



der letztere auch in H 1S nnd 2? 24 liegt. Zn beachten ist, 
dafs in Fig. 148 b die erste und zweite Projektion der 
Schnittgeraden d zusammenfallen müssen. 



150 Dte PftnOlelprojektion. 

§ 41. Affinität. 

Zieht man in einer durch ihre Sporen * 17 *, ge- 
gebenen Ebene E (Fig. 149) eine Gerade c, deren Pro- 
jektionen Äj B t und i,5, sind, ao mufs diese Gerade, so- 
fern sie nicht zufällig zur zweiten Halbierungsebene B lt 
parallel ist, H %i in einem Punkte 6 treffen, welcher auf 
der Schnittgeraden der beiden Ebenen E und H %t liegt 
Da nach dem vorigen Paragraphen die erste und zweite 
Projektion von S in denselben Punkt der Zeiohenebene 
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zusammenfallen müssen, so folgt, dafs die erste und zweite 
Projektion, A x B, und A t B t , sich in einem Punkte £' der 
ersten (oder zweiten) Projektion a der Schnittgeraden von 
E und B tl treffen müssen. Das Gleiche gilt von jeder 
beliebigen anderen Geraden der Ebene E. 

Zeichnet man daher in der Ebene E irgend eine gerad- 
linige Figur, z. B. ein Dreieck ABC, dessen Projektionen 
A t B t <7, und A, B t C f sind (Fig. 149), so müssen sieh die 
einander entsprechenden Projektionen der Seiten dieses 
Dreiecks in drei Punkten St', SB' E' der Geraden a treffen. 
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Diese Eigentümlichkeit fixiert man durch Einführung einer 
besonderen Bezeichnung, indem man sagt: 

„Die beiden Projektionen der ebenen 
Figur ABC stehen in dem Verhältnisse der 
affinen Verwandtschaft oder der Affinität 
zu einander". 

Die allgemeine Definition der Affinität enthält der 
folgende Satz: 

„Zwei ebene Figuren sind affin, wenn 

1) die Punkte und Geraden der beiden 
Figuren sich paarweise entsprechen; wenn 

2) die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte sämtlich parallel sind; und wenn 

3) je zwei einander entsprechende Geraden 
sich in je einem Punkte einer festen Ge- 
raden schneiden". 

Die feste Gerade, welche die Schnittpunkte aller ent- 
sprechenden Geraden enthält, heifst die „Affinitätsachse". 

In Fig. 149 sind die Geraden, welche die einander 
entsprechenden Punkte A ± und -4 2 , B x und B %7 C t und C 9 
verbinden, sämtlich senkrecht zu OX, und demnach auch 
alle parallel. 

Betreffs der Affinitätsachse besteht der nach dem Obigen 
selbstverständliche Satz: 

„Die Affinitätsachse ist die Schnittlinie 
der Ebene der ebenen Figur mit der 
Halbierungsebene # 24 a . 

Hieraus ergiebt sich nun sofort ein Mittel, für eine be- 
stimmte durch ihre Spuren gegebene Ebene die Affinitäts- 
achse zu konstruieren, wenn man die direkte Benutzung 
der Ebene H %1 vermeiden will. Man zieht irgend eine 
Gerade der Ebene, z. B. die Gerade c, deren Projektionen 
c ± und c 2 sind, und verbindet den Spurenschnittpunkt Q 
auf der X-Achse mit dem Schnittpunkte ß' von c x und 
c 2 (Fig. 149). Anstatt der beliebigen Geraden ist selbst- 
redend auch die Verwendung einer Spurparallelen denkbar. 
In Figur 149 ist a t \\ t ±J a a || OX gezogen und dann der 
Schnittpunkt §T von a ± und a 2 bestimmt. 
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§ 42. Drehung einer ebenen Figur um eine ihrer 

Sparen. 

Bei den Gestaltsbestimmungen ebener Figuren, wie 
sie im Folgenden noch bei der Behandlung ebener Schnitte 
von Körpern mehrfach auftreten werden, empfiehlt sich die 
Anwendung der sog. „Drehungsmethode", die bereit» 
früher im einzelnen Fall für die Gestaltsbestimmung des 
Dreiecks verwertet worden ist (§ 23). 

Der einfachste Fall, der vorliegen kann, ist dadurch 
gekennzeichnet, dafs die Ebene der Figur auf einer der 




Projektionsebenen senkrecht steht, z. B. auf IT 2 (Fig. 150). 
In der Ebene Ü7, deren erste Spur QR = s t dann senkrecht 
zur Achse OX liegt, sei ein Fünfeck ABC DE gegeben, 
dessen erste Projektion A x B x C A D r E t ist. Die zweite 
Projektion A 2 B 2 C 2 D 2 E 2 mufs dann in die zweite Spur 
QS = s 2 von E fallen, da die Ebene E selbst die pro- 
jizierende Ebene von ABC DE ist. Die wahre Gröfse und 
Gestalt des Fünfecks erhält man in der Zeichenebene, wenn 
die Ebene E bis zur Koincidenz mit der ersten Projektions- 
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„j ebene n x um die erste Spur s ± gedreht wird. Dabei be- 
schreibt jeder Punkt der Ebene E einen Kreisbogen, dessen 
Ebene der zweiten Projektionsebene 77 2 parallel ist und 
: r : dessen Projektion auf n x eine Parallele zu OX durch die 
w: erste Projektion des betreffenden Punktes ist. Mithin gelangt 
i z. B. der Punkt A durch die Drehung nach einem Punkte 
,5 A' der Zeichenebene, welcher erstens auf der Senkrechten 
t A^A f zur Drehungsachse s t liegt. Zweitens mufs A! vom 
Punkte A ' } dem Mittelpunkte des beschriebenen Kreises, 
i den Abstand QA» haben. Demnach konstruiert man A f , 
d indem man um Q mit QA 2 den Kreis und vom Schnitt- 
punkte A^' dieses Kreises mit OX die Parallele zu «, zieht, 
welche A t A Q ' in A! schneidet. Ganz entsprechend werden 
die übrigen Eckpunkte B', Q, D\ E' konstruiert. 
r Die Verlängerungen der Seiten BC, AE, AB, ED des 

/ Fünfecks treffen die Ebene n x in den Punkten T, U, V, W 
der ersten Spur s t . Da diese Punkte bei der Drehung um 
s ± an ihrem Platze bleiben, so müssen die Seiten des um- 
gelegten Fünfecks A'B'C'D'E' ihre zugehörigen ersten 
Projektionen, also die Seiten des Fünfecks A t B 1 C x D x E ± 
in den Punkten T, £/,... treffen. Hieraus folgt dann die 
Bemerkung: 
* „Die umgelegte ebene Figur und ihre erste 

Projektion sind affine Gebilde. Die erste 
Spur s x ist die Affinitätsachse." 

In allgemeinerer Anordnung findet sich die Lösung der- 
selben Aufgabe in Fig. 151. Dort ist in einer beliebigen 
Ebene E ein Viereck AB CD mit den Projektionen A A B^ D ± 
und A 2 B 2 C 2 D 2 gegeben. Um die wahre Gröfse und Gestalt 
des Vierecks zu bestimmen, wird die Ebene des Vierecks 
um ihre erste Spur s x bis zur Koincidenz mit der ersten 
Projektionsebene II X gedreht. Dabei beschreibt jeder Punkt 
der Ebene E einen Kreisbogen, dessen Ebene senkrecht auf 
E steht und dessen erste Projektion infolgedessen die erste 
Spur s x von E rechtwinklig trifft. Der Radius jenes Kreises 
ist der Abstand des betreffenden Punktes der Ebene E von 
ihrer ersten Spur. Um diesen Radius zu ermitteln, bedient 
man sich der im § 39 auseinandergesetzten Projektions- 
ebenentransformation. Es wird senkrecht zu n x und zugleich 
senkrecht zu E eine Hülfsebene n z aufgestellt, deren 
erste Spur D£) durch einen beliebigen Punkt D der Achse 
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OX senkrecht zur ersten Spur s t von E gezogen wM 
Die zweite Spur t 9 ist senkrecht auf D X. Da 77 s _ E 
vorausgesetzt ist, müssen die Projektionen aller Punkte der 
Ebene E auf die Ebene 77 8 auf der Schnittgeraden von IL 
und E liegen, die mit den Spuren t x und * 2 von 77, 



3 



ea 



rechtwinkliges Dreieck D S R einschliefst, welches in Fig. 151 
als OS' R in die Zeichenebene umgelegt ist. Die Schnitt- 
gerade R S von 77 8 und E steht nun auch senkrecht auf s Y 




Fi*. 151. 



weil «j die Schnittlinie von E und 77 t ist. Folglich ist 
R S allen Ebenen der vorher genannten Kreisbahnen parallel 
und es erscheinen bei der Projektion der Punkte von E 
^uif 77 8 die Badien der Kreise auf RS in wahrer Länge. 
Um daher die definitive Lage der Punkte A, B, C,D 
in der Zeichenebene nach Ausführung der Drehung zu er- 
halten, fällt man zunächst von A v B v C 17 D x auf s t Lote, 
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bestimmt die Projektionen A B , B B , C 8 , D a auf J7 8 nach 
§ 39, and zieht dann um R mit den Radien RA S , RB B , 
R C a , R D s Kreise, welche die verlängerte erste Spar (, 
von H a in A"\ B"', O", D'" treffen. Durch die letzteren 
Punkte werden Parallelen zu s, gelegt, die die zuerst ge- 
zogenen Lote in den gesuchten Punkten A, B, C, D treffen. 

Auch hier iBt evident, dafs die erste Projektion A 1 B t C, D t 
nnd Umlegung AB CD im Verhältnisse der affinen Ver- 
wandtschaft zu einander stehen. 

Sehliefslich möge noch eine Anwendung der soeben 
durchgeführten Überlegungen auf folgende Aufgabe gemacht 




werden: In einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene 
/.'soll ein gleichseitiges Dreieck von gegebener Seite 
gezeichnet werden, wenn die erste Projektion eines 
Eckpunktes und die Richtung der ersten Projektion 
einer durch diese Ecke gehenden Seite bekannt sind. 

Die Spuren der Ebene E sind «, nnd s, (Fig. 152), A, 
igt die gegebene erste Projektion der Ecke A; HA 1 giebt 
die Richtung der ersten Projektion der Seite iß an. 

Zunächst legt man die Seite A B um durch Drehung um 
s l unter Benutzung einer auf 77, und E senkrechten Htilfs- 
ebene, deren erste Spur CPiet. Die Seitenprojektion von A 
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ist -4 8 '. FA S ' ist der Radius des von A bei der Umlegung 
beschriebenen Kreisbogens. HK ist dann die Umlegong 
der Geraden, auf der die Dreiecksseite AB liegen mufs. 
Auf HK trägt man von A f aus die gegebene Seite A' B' = l 
ab und zeichnet dann über A' B' das gleichseitige Dreieck 
A'B'C Nunmehr bestimmt man die zu C gehörige erste 
Projektion C x mit Benutzung der ersten Spur s x von E als 
Affinitätsachse, nachdem B 1 durch das auf s t gefällte Lot B'B l 
ermittelt ist. Man verbindet nämlich den Schnittpunkt J von 
A' C und 8 1 mit A x \ JA X wird von dem zu « t von O ge- 
zogenen Lote im gesuchten Punkte C x getroffen. Die zu 
A t B x C x gehörige zweite Projektion A % B % C 2 ergiebt sich 
abermals mit Zuhülfenahme der zur Ebene E gehörigen 
Affinitätsachse a, die in bekannter Weise durch die Ver- 
wendung der durch A gehenden Spurparallelen g ermittelt 
ist. Es werden von A^, B XJ C ± die Lote zur Achse OX 
gezogen und dann durch A 2 die Verbindungslinien mit den 
Punkten L und N auf der Affinitätsachse a gezogen, die 
jene Lote in B 2 und C 2 treffen. 



§ 43. Übungsaufgaben. 

1. Der Abstand eines durch Grundrifs und Aufrifs ge- 
gebenen Punktes P von einer zur Achse parallelen 
Ebene E ist zu konstruieren. 

2. Eine Ebene E ist durch ihre Spuren 8 ± und «j ge- 
geben. Es soll der Aufrifs eines Punktes P ge- 
zeichnet werden, der von E den gegebenen Abstand / 
hat, wenn der Grundrifs P x von P bekannt ist. 

3. Es ist der Punkt P einer durch ihre Spuren ge- 
gebenen Ebene E darzustellen, welcher von drei 
durch Grundrifs und Aufrifs gegebenen Punkten 
gleiche Abstände hat. 

4. Gegeben ist eine Gerade g durch die ersten beiden 
Projektionen eines ihrer Punkte und durch ihre 
Neigungswinkel v t und v eji gegen Z^ und i7 2 . Es sollen 
die Projektionen einer Geraden h konstruiert werden, 
welche im Abstände l zu g parallel ist und deren 
erste Projektion h t durch den Punkt Q X von n x geht. 

5. Es sind die Projektionen einer Geraden h zu 
zeichnen, die von drei durch Grundrifs und Aufrifs 
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gegebenen parallelen Geraden g\ g'\ g'" gleiche 
Abstände hat. 

6. Es sollen die Punkte P einer durch ihre Spuren ge- 
gebenen Ebene E ermittelt werden, welche von 
zwei anderen gegebenen Ebenen E und E' die 
Abstände V bezw. V haben. 

7. Durch einen Punkt P, dessen Grund- und Aufrifs 
bekannt sind, soll eine Gerade h gelegt werden, 
die in einer zur gegebenen Geraden g senkrechten 
Ebene liegt und von g den gegebenen Abstand l hat. 

8. Es sind die Winkel zu bestimmen, welche eine Ebene 
E mit den drei Achsen öl, Y, OZ einschliefst. 

9. In einer gegebenen Ebene E sollen die Projektionen 
derjenigen Geraden ermittelt werden, die durch 
einen gegebenen Punkt P von E gehen und gegen 
die zweite Projektionsebene 7/ 2 unter dem Winkel 
v 2 geneigt sind. 

10. Durch den Punkt P der gegebenen Ebene E f ist 
in E! eine Gerade g zu legen, welche mit der ge- 
gebenen Ebene E" den gegebenen Winkel v bildet. 
Die Projektionen von g sind zu konstruieren. 

11. Durch die gegebene Gerade g ist eine Ebene zu 
legen, welche die gegebene Gerade h unter dem 
gegebenen Winkel v schneidet. 

12. Durch die Gerade g ist eine Ebene zu legen, die 
mit den beiden gegebenen Ebenen E r und E" 
gleiche Neigungswinkel bildet. 

13. Durch die Gerade g einer gegebenen Ebene E' soll 
eine Ebene E" gelegt werden, die mit E den ge- 
gebenen Neigungswinkel v bildet. 

14. Durch eine Gerade g soll eine Ebene E gelegt 
werden, die zwei durch ihre Spuren gegebene 
Ebenen E und E f in parallelen Geraden schneidet. 

15. Es sollen die Projektionen desjenigen Punktes einer 
gegebenen Geraden g gezeichnet werden, welcher 
von zwei durch Grundrifs und Aufrifs gegebenen 
Dreiecken A B C und A! B' C gleiche Abstände hat. 

16. Vier Ebenen E\ E", E'", E IV sind durch ihre Spuren 
gegeben; es sind die Projektionen der Punkte zu 
zeichnen, welche von jenen Ebenen gleiche Abstände 
haben. 



m. Abschnitt. 



Darstellung von Vielfachen 



§ 44. Das Dreikant 

Werden die Eckpunkte A^ A %J A z . . . . eines überall 
konvexen ebenen Vielecks, d. i. eines solchen Vielecks, 
welches nirgend einspringende Winkel besitzt, mit einem 




aufserhalb der Vielecksebene gelegenen Punkte & verbunden, 
so entsteht eine „körperliche Ecke". Die Ecke wird als 
„m-seitige körperliche Ecke" oder als „m-Kant" bezeichnet, 
wenn das betreffende Vieleck ein m-Eck ist. Die Verbindung»' 
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linien von S mit den Vielecksecken heifsen „Kanten", der 
Punkt S heifst der „Scheitel" der körperlichen Ecke. Die 
von den auf einander folgenden Kanten gebildeten Winkel 
werden die „Kantenwinkel" oder „Seiten" der körper- 
lichen Ecke genannt. Die Neigungswinkel der Ebenen der 
auf einander folgenden Seiten heifsen „Flächenwinkel" 
oder kurzweg „Winkel" der körperlichen Ecke. Fig. 153 
veranschaulicht eine fünfseitige Ecke, welche die Kanten SA xr 
SA 2 . . . SA b , die Seiten: ^ A x SA % = a x , ^ A 2 SA S = a 27 . . ., 
^.A h SA x = a h , und die Winkel: ^ C x B x D x = v XJ 
^C 2 B 2 D 2 = v„..., ^C 6 B^D 6 =v, hat. 

Im einfachsten Falle m = 3 entsteht das „Dreikant". 
Ohne auf die Ableitung der auf das Dreikant bezüglichen 
stereometrischen Sätze einzugehen,*) wollen wir zur Orien- 
tierung über die wichtigsten Eigenschaften doch wenigstens 
das Hauptsächlichste kurz zusammenstellen: 

Der gröfseren Dreikantseite liegt der gröfsere Dreikant- 
winkel gegenüber. Gleiche Seiten haben gleiche Gegen- 
winkel. — Die Summe der Kantenwinkel ist kleiner als 
4 Rechte; die Summe der Flächenwinkel ist gröfser als 
2 Rechte, aber kleiner als 6 Rechte. 

Zu jedem Dreikant läfst sich ein sog. „Polardreikant" 
oder eine sog. „Polarecke" konstruieren, indem man von 
irgend einem Raumpunkte S' des Innenraumes des Dreikants 
Lote auf dessen Flächen fällt. Der Punkt S' ist der Scheitel 
der Polarecke; die von S' ausgehenden Lote sind die Kanten 
der Polarecke. Die Lage einer Polarecke zum ursprünglichen 
Dreikant findet sich veranschaulicht in der Fig. 154 a, wo 
zunächst das Dreikant in Grundrifs und Aufrifs dargestellt 
ist. Die Projektionen des Scheitels sind S x und 5 2 , die 
Projektionen der Kanten S X P XJ S x Q t} S l R 1 bezw. S a P 2 , 
S 9 Q % , S 2 R ü . Die Projektionen des Scheitels der Polarecke 
sind S x und £ 2 ', wobei S t ' als mit S x zusammenfallend 
gewählt ist, während S 9 ' auf der Achse OX angenommen 
worden ist. Der Scheitel der Polarecke liegt demnach in 
diesem Falle in IT X senkrecht unter dem Scheitel des 
ursprünglichen Dreikants. Die Projektionen der Kanten 
der Polarecke sind S x ' U x , 5/ V v S x ' W x bezw. S t ' U %f 
aS 3 ' F 2 , S t ' PF 2 . Diese Kanten, die nach dem Vorstehenden 



*) Vgl. z. B. Holzmüller, Stereometrie I, Leipzig, Göschen. 1900» 
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senkrecht auf je einer Fläche des ursprünglichen Dreikants 
stehen, treffen jene Flächen in Punkten A' } B' t C t deren 
Projektionen A t ', B^, C t ' bezw. A t \ B t ', C t ' sind. Die 
Flächen der Polarecke werden von den Kanten des ursprüng- 
lichen Dreikants in den Punkten A, B, C 
m mit den zugehörigen Projektionen A v 

B„ C, bezw. A^, B it C t getroffen. 
Die Flachen des Dreikants schneiden 
demnach diejenigen der Polarecke in 
den Geraden AB", B'C, CA', A' B, 
BC, CA. Das Dreikant and seine 
Polarecke nmgrenzen zusammen einen 
\r Körper, der von den 6 Vierecken 
^ SACB, SBA'C, SCBA, S'B'AC, 
S'CBA' nnd S'A'CB' begrenzt ist 
und 12 Kanten und 8 Ecken hat. 
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In Fig. 154b ist dieser Körper in schiefer Parallelprojektion 
dargestellt. 

Hinsichtlich der wesentlichen Beziehungen zwischen dem 
Dreikant und seiner Polarecke gelten folgende Sätze: Die 
Kantenwinkel der Polarecke sind die Supplemente der 
Flächenwinkel des Dreikants, die Flächenwinkel die Supple- 
mente der Kantenwinkel des Dreikants. 

Bezeichnen wir die Kantenwinkel des Dreikants mit er, 
/?, y, seine Flächenwinkel mit A, B, f", analog die Kanten- 
winkel und Flächenwinkel der Polarecke mit a , ßf 1 y bezw. 
A', B', f, so bestehen die Gleichungen: 

a =2R — k A' = 2R — a 

ßf = 2R — B und B' = 2R — ß 

y = 2R—r r' = 2R — y. 



§ 45. Darstellung der Seiten und Winkel des 

Dreikants in einer Ebene. 

Bei den Aufgaben über Herstellung eines Dreikants 
aus gegebenen Stücken ist es erforderlich, die Darstellung 
der Seiten und Winkel in einer einzigen Ebene vorzunehmen. 
Zu dem Zwecke legt man zwei Seiten des Dreikants, z. B. 
ß und y in die Ebene der dritten Seite a um, indem man 
ß um die mit a gemeinsame Kante c, und y um die mit a 
gemeinsame Kante b dreht. (Fig. 155 f. S.). Dabei beschreibt 
jeder Punkt der gedrehten Fläche einen Kreis, dessen Ebene 
auf der betreffenden Drehungsachse senkrecht steht und 
dessen Radius der senkrechte Abstand jenes Punktes von der 
Drehungsachse ist. Ist A ein willkürlicher Punkt derjenigen 
Kante a, welche nicht der Seite a des Dreikants an- 
gehört, so gelangt A bei der Umlegung der Seite ß um die 
Kante c in einen solchen Punkt A f der Ebene der Seite er, 
welcher erstens auf der von der Projektion A t des Punktes 
A zur Kante c gezogenen Senkrechten liegt und welcher 
zweitens von der Kante c in der Ebene der Seite a den 
Abstand A* F=AF hat, wenn A F der senkrechte Abstand 
des Punktes A von der Kante c ist. Die Strecke AF ist 
die Hypotenuse des bei A^ rechtwinkligen Dreiecks AA ± F 
und kann in der Zeichenebene, die mit der Ebene der Seite a 
identisch sein soll, durch Umlegung des Dreiecks AA t F 

Sohröder, Darstallend« Geometrie. 11 
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Fig. 155. 

um die Kathete A X F erhalten werden. Dabei gelangt -4 
in den Punkt H und es ist erstens AA X — HA X , zweitens 
AF=HF. Folglich liegt Ä auf dem Kreise um F mit 
dem Radius FH; ferner ist ^ FSA' = ß und SA' = SA. 
Der Winkel A 1 FH stellt in der Zeichenebene den Neigungs- 
winkel der Seiten a und ß des Dreikants, also den Flächen- 
winkel r dar. 

Ganz entsprechend erhält man durch Umlegung des 
Punktes A um die Kante b in die Ebene von a den Punkt 
Ä' im Abstände A"E=AE=EG von 6, wo EG die in 
a um EA X niedergelegte Hypotenuse des bei A x recht- 
winkligen Dreiecks AEA X ist. Der Winkel AEA V 
welcher den Neigungswinkel B der Seiten y und a des 
Dreikants darstellt, kommt in der Zeichenebene in die Lage 
GEA X . Da sowohl GA X wie auch HA X die in a um- 
gelegte Strecke AA X vorstellt, so müssen die Punkte G 
und H auf dem in a mit AA X um A x beschriebenen 
Kreise liegen. 

Um auch den Neigungswinkel A der beiden Dreikants- 
seiten ß und y in der Zeichenebene dargestellt zu erhalten, 
legt man durch den Punkt A der Schnittlinie a von ß und 
y die zu a senkrechte Ebene, welche die beiden anderen 
Kanten b und c des Dreikants in B und C trifit. Als 
Strecken der Ebenen ß bezw. y gehen bei der Umlegung 
in die Zeichenebene A C und A B über in Ä C bezw. 
A" B. Da 4C und AB auf SA = a senkrecht stehen, 
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müssen auch die Winkel SÄ C und SA" B beide gleich 
einem rechten Winkel sein. Wird der Winkel BA C = A 
durch Drehung um die Achse B C in die Zeichenebene 
umgelegt, so bewegt sich der Scheitel A von A in einer 
zu BC senkrechten Ebene M, die daher auch senkrecht 
auf der Zeichenebene steht. Als zu BC senkrechte 
Ebene mufs M auch alle durch A gehenden zu BC senk- 
rechten Richtungen enthalten, folglich auch die Kante a; 
denn als Senkrechte auf der Fläche BA C steht a auch 
senkrecht auf BC. Folglich bewegt sich A in der pro- 
jizierenden Ebene von a und mufs daher bei der Umlegung 
um BC schliefslich in einen Punkt D der Projektion SA X 
von a fallen. Im Übrigen bestehen die Beziehungen 
AB = DB = Ä / B und AC=DC=ÄC. Die Kreise 
um B mit dem Radius B Ä' und um C mit dem Radius 
CA müssen sich im Punkte D der Projektion SA^ von 
a schneiden. 



§ 46. Fundamentalaufgaben über das Dreikant. 

Wir gehen jetzt dazu über, aus gegebenen Stücken 
die übrigen Stücke eines Dreikants zu konstruieren. 
Zunächst werden diejenigen Fundamentalaufgaben erledigt, 
deren Lösung auf direktem Wege erfolgt, und zwar geben 
wir in jedem Falle nur eine einzige der bekannten Lösungen, 
indem wir es dem Leser überlassen, sich bezüglich anderer 
Lösungen in ausführlicheren Werken zu orientieren .*) 

1. Gegeben: a, ß, y. 

Die Lösung geht ohne Weiteres aus Fig. 155 hervor. 
Wir legen die drei gegebenen Kantenwinkel in der Reihen- 
folge y, or, ß neben einander in die Zeichenebene (Fig. 156), 
so dafs z. MSJ= y, ^ JSK = a und ^ KSL= ß ist. 
Auf den Schenkeln MS und LS von y bezw. ß tragen 
wir die beliebigen, aber gleichen Strecken SÄ' = 5-4' ab, 
ziehen von A" und Ä zu SJ bezw. SK die Lote A" E und 
Ä F, die sich in A schneiden. Darauf errichten wir in A 
auf EA und FA die Lote AN und A 0, die von den um 
E bezw. F mit den Radien EA" und F Ä gezogenen 



•) z. B. Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Leipzig 

1884. 
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Fig. 156. 

Kreisen in G bezw. H geschnitten werden. Dann ist 
z. AEG=B und ^ A FH= r. Um den Flächenwinkel 
A zu erhalten, errichten wir in A" und Ä auf SA" und 
SA' die Lote, die SJ und SK in B bezw. C treffen. 
Zeichnen wir dann um B und C die Kreise mit den Radien 
BÄ' und CA\ so schneiden sich diese letzteren in dem 
Punkte D, welcher nach dem Ergebnisse des vorigen Para- 
graphen auf der zu BC senkrechten Geraden SA liegen 
inufs. Der Winkel BD C ist gleich dem Flächenwinkel A. 

2. Gegeben: a, ß } T. 

Es werden die gegebenen Kantenwinkel a= ^ J S K 
und ß = ^ KS L neben einander in die Zeichenebene ge- 
legt (Fig. 157); darauf errichtet man in einem beliebigen 
Punkte F des gemeinsamen Schenkels SK auf diesem das 
Lot, welches SL in Ä trifft. An diesem Lote wird in F 
der gegebene Flächenwinkel r angetragen, dessen zweiter 
Schenkel HF=ÄF gemacht wird. Das von H auf FÄ 
gefällte Lot trifft FÄ in A. Dieser Punkt ist dann ein Punkt 
der Projektion SN der dritten Kante des Dreikants; ^ J SN ist 
die Projektion des dritten Kantenwinkels y auf die Zeichen- 
ebene. In der Zeichenebene erhält man y durch Umlegung 
um SJ, indem man von A auf SJ das Lot AE fällt, 
welches den um S mit dem Radius S Ä gezeichneten Kreis 
in A" trifft; <£ A" SJ ist der umgelegte Winkel y. Die 
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übrigen noch fehlenden Stücke des Dreikants ergeben sich 
leicht nach dem unter 1) angegebenen Verfahren, da nun- 
mehr alle drei Kantenwinkel bekannt sind. 




Fig. 157. 

3. Gegeben: «, ß, B. 

Wir legen den Winkel BSC = a in die Zeichenebene 
(Fig. 158 f. S.). Durch die Kante SB legen wir unter dem 
gegebenen Flächenwinkel B gegen die Zeichenebene die 
Ebene des Kantenwinkels /. Es wird in D das Lot l zu 
SB konstruiert und durch diese Senkrechte die zu a senk- 
rechte Ebene gelegt, in welcher im Funkte D an l der ge- 
gebene Flächenwinkel B angetragen wird. In der Fig. 158 
ist dieser Flächenwinkel um seinen Schenkel / in die Zeichen- 
ebene umgelegt. Wird von irgend einem Punkte G des 
zweiten Schenkels auf den ersten Schenkel l von B das 
Lot GH gefällt, so giebt GH den Abstand des Punktes 
G der Seite y von der Seite a des Dreikants an. Um nun 
die Projektion der a gegenüberliegenden dritten Kante des 
Dreikants zu finden, tragen wir zunächst an SC den Winkel 
MSC=ß an und drehen dann die Ebene des Kanten- 
winkels ß um S C so lange, bis ß mit der Ebene von y zum 
Schnitt kommt. Da die Durchschnittsgerade von ß und y 
durch den Punkt S, den Scheitel des Dreikants, gehen 
mufs, so ist sie selbst völlig bestimmt, sobald noch die 
Lage eines zweiten, ihr angehörigen Punktes bekannt ist 
Zwecks Bestimmung eines solchen Punktes legen wir durch 
den Punkt H die zu SC senkrechte Ebene <J, welche dann 
auch auf a senkrecht stehen mufs. Diese Ebene hat zur 
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Fig. 158. 



Spur in der Zeichenebene das von H auf S C gefällte Lot, 
welches SB in L trifft. Beachtet man nun, dafs auch 
die in H auf a senkrechte Strecke HG in der Htilfs- 
ebene 8 liegt, und dafs der Punkt G zugleich der Ebene y 
angehört, so folgt, dafs zunächst die Schnittgerade von 
y und ä durch die beiden Punkte L und G bestimmt ist. 
In der Zeichenebene ergiebt sich die Darstellung der 
Schnittlinie von y und <$ durch Umlegung um LF. Wir 
ziehen durch H senkrecht zu L F die Strecke HG' = HG 
und verbinden L mit G'. Wird nun die Ebene ß um 
SC gedreht, so beschreibt der auf SM und LF zugleich 
gelegene Punkt Ä in der Ebene ö um F einen Kreis mit 
dem ßadius FA\ welcher in Fig. 158 ebenfalls in die 
Zeichenebene umgelegt gezeichnet ist. Die Schnittpunkte K 

und K dieses Kreises mit LG' — es sind im allgemeinen zwei 
derartige Schnittpunkte vorhanden — liegen dann zugleich 
in den beiden Ebenen ß und y. Durch jeden dieser beiden 

Punkte kann, sofern ihre Umlegungen K und K innerhalb 
des von SB und SC begrenzten Winkelraumes liegen, die 
dritte Kante des Dreikants gehen. Die Projektionen von Ä' 

und K auf die Ebene a müssen auf LF liegen und ergeben 

sich als die Endpunkte A und A der von K und K auf 

LF gefällten Lote. Die Geraden SA und SA stellen dann 
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die Projektionen der im allgemeinsten Falle mögliehen 
beiden Lagen der dritten Kante dar. Die Winkel BS A 

nnd BSA sind die Projektionen der dritten Seite y bezw. y 
auf die Ebene a. Die wahre Gröfse von y bezw. y er- 
hält man durch Umlegung umS5; es wird .4 2? bezw. AE 

senkrecht zu SB gezogen und dann um S mit SÄ der 
Kreis gezeichnet, welcher die Verlängerungen von A E 

bezw. AE in A" bezw. A" trifft. Dann ist ^ A"SB = y J 

^Ä'SB = y. — Sobald einer oder jeder der beiden 

Schnittpunkte K und K der Geraden L G' mit dem um F 
gezeichneten Kreise auf der Verlängerung von L G' über 
L hinaus liegt, erhält man nur eine oder gar keine Lösung 
der Aufgabe, da jedes Dreikant, welches zu einem derartigen 
Schnittpunkt gehört, nicht den gegebenen Flächenwinkel B, 
sondern dessen Supplement enthalten würde. Eine einzige 
Lösung existiert auch nur, sobald der um F gezeichnete 
Kreis die Gerade L G' berührt. 



§ 47. Fortsetzung. 

Bei den folgenden drei Fundamentalaufgaben ist eine 
Zurtickfiihrung auf die drei im vorangehenden Paragraphen 
behandelten Aufgaben möglich, wenn die im § 44 ange- 
gebenen Beziehungen zwischen dem Dreikant und seiner 
Polarecke Berücksichtigung finden. Wir wählen indessen 
diesen indirekten Weg nur bei der letzten Aufgabe und 
geben bei 4 en beiden anderen Aufgaben eine ' direkte 
Lösung ohne Benutzung des Polargebildes. 

4. Gegeben: «, B, I". 

Wir zeichnen in der Zeichenebene den gegebenen 
Kantenwinkel a== ^.BSC (Fig. 159 f. S.) und legen dann 
durch SB und S C die Ebenen y und ß unter den gegebenen 
Neigungswinkeln B bezw. I". Zu dem Zweck stellen wir 
in der Zeichenebene die umgelegten Flächenwinkel J' E G'= B 
und K FIT = V her. Um einen Punkt der dritten Kante 
des Dreikants zu ermitteln, schneiden wir das Dreikant im 
Abstände d von der Ebene a durch eine zu a parallele 
Ebene. Dieselbe trifft die Ebenen y und ß in zwei Geraden 
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g und A, welche den Spuren SB und SC von y und ß 
parallel sind und die sich in einem Punkte der Schnitt- 
geraden von ß und y treffen müssen. Die in a gelegenen 
Projektionen g x und h t von g und h sind parallel zu SB 
bezw. S C. Der Abstand der Projektion g t bezw. h x von 
der Geraden SB bezw. SC läfst sich ermitteln als Kathete 
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Winkel B bezw. r 
die andere Kathete von der Länge d als Gegenseite hat 

Hiernach ist der weitere Verlauf der Konstraktion 
evident. Man macht auf SB bezw. SC die Strecken EL 
bezw. FM gleich d } wo d eine ganz beliebige Länge haben 
kann, zieht durch L bezw. M die Parallelen zu EJ' bezw. 
FIT, welche EG' bezw. FH' in G bezw. H schneiden. 




Fig. 159. 

i 

Die durch G und H zu SB bezw. SC gezogenen Parallelen 
sind dann die Projektionen g t und h x der Geraden g und A. 
Ihr Schnittpunkt A± ist die Projektion eines Punktes der 
dritten Kante; ^.BSA 1 und ^- CSA 1 sind die Projektionen 
der beiden Kantenwinkel y und ß } deren wahre Gröfse 
wieder durch die bekannte Umlegung um BS bezw. CS 
gefunden wird, was in Fig. 159 noch ausgeführt ist, aber 
einer weiteren Erläuterung nicht bedarf. 

Mit Benutzung der Polarecke ist die vorstehende Auf- 
gabe wie folgt zu lösen: durch er, B, f sind der Flächen- 
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winkel A' sowie die Kantenwinkel ß* und / der Polarecke 
durch die Relationen bestimmt: 

A' = 2i2 — a; ß f = 2R— B; / = 2i2— T. 

Demnach liegt für die Polarecke die Aufgabe (2) des 
vorigen Paragraphen vor. 

5. Gegeben: «, A, B. 

Bei dieser Aufgabe wählt man zweckmäfsiger Weise 
die Ebene des einen der beiden unbekannten Kantenwinkel, 
z. B. y, als Zeichenebene. (Fig. 160). Man zieht die 
Kante SB und trägt daran den Winkel CSB = a an. 
Diesen Winkel a denkt man sich um SB so lange gedreht. 




Fig. 160. 

bis seine Ebene mit der Zeichenebene y den gegebenen 
Flächenwinkel B einschliefst. Zu dem Zweck zieht man 
ED senkrecht zu SB, trägt an ED in D den Winkel 
EDF=2R — B an, wobei DF = DE und F die Um- 
legung des zu E gehörigen Baumpunktes E in die Zeichen- 
ebene ist. Die zu E gehörige Projektion auf die Ebene y 
ist der Fufspunkt G des von F auf E D gefällten Lotes. 
Die Gerade So ist die Projektion der Schnittgeraden der 
Kantenwinkel a und ß. Die in der Zeichenebene gelegene 
dritte Kante SA des Dreikants ergiebt sich dadurch, dafs 
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durch die Schnittlinie von a nnd ß eine Ebene gelegt wirf. 
die mit der Zeichenebene y den gegebenen Flächenwinke! 
A einschliefst. Denkt man sich senkrecht zu der gesuchten 
Geraden SA einen durch EG gehenden ebenen Schnitt 
gelegt, so wird die Kante SA in einem Punkte H getroffen 
dessen Entfernung von G sich als Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks bestimmt, in welchem die ander? 
Kathete EG (=FG) den gegebenen Flächenwinkel A ab 
Gegenwinkel hat. 

Der weitere Verlauf der Konstruktion ist daher de 
folgende: Man trägt an der durch F zu EG gezogenen 
Parallelen in F den Winkel KFL = A an, dessen zweite 
Schenkel die Verlängerung von E G in J trifft. An den 
um G mit GJ gezeichneten Kreis werden von <S aus die 

Tangenten SA und SA gezogen, deren Berührungspunkte 

H und H sind. Ist A < B, wie es in Fig. 160 ange- 
nommen ist, so sind beide Tangenten brauchbar, jedoet 

von SA nur der stark ausgezogene Teil. SH würde zu- 
sammen mit SB und SC ein Dreikant bestimmen, welches 
wohl den gegebenen Kantenwinkel a sowie den gegebenen 
Flächenwinkel A besitzt, aber statt des gegebenen Flächen- 
Winkels B dessen Supplement (2 R — B) enthält. Ist A > B. 
so ist aus analogem Grunde nur die eine Tangente an den 
Kreis um G brauchbar, und zwar diejenige, welche nicht 
in den Winkelraum BSC fällt. 

Bei dem in Fig. 160 dargestellten Fall ergeben sie! 
demnach zwei brauchbare Kantenwinkel y = ^- B S A und 

y = ^-BSA und dementsprechend auch zwei brauchbare 

Kantenwinkel ß und ß 1 deren Projektionen ß' = ^ CSA 

und tf = ^CSA sind. 

Mit Hülfe des Polardreikants, für welches durch a, A, B, 
der Flächenwinkel A' = 2 R — a, ferner die Kantenwinkel 
a = 2 R — A und ß' =2R — B bekannt sind, kann die 
vorliegende Aufgabe in der Weise gelöst werden, dals man 
das Polardreikant zunächst nach der für die Aufgabe (3 
des vorigen Paragraphen mitgeteilten Methode konstruiert 
und dann die fehlenden Stücke des zu zeichnenden Drei- 
kants als Supplemente der zugehörigen Stücke der Polar- 
ecke entnimmt. 
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6. Gegeben: A, B, I". 

Diese Aufgabe, lür welche es ebenfalls eine direkte, 
aber nicht einfache Lösung giebt, wollen wir der Einfach- 
heit halber mit Benutzung der Polarecke lösen. Die ge- 
gebenen Flächenwinkel A, B, r des zu zeichnenden Drei- 
kants bestimmen direkt die Kantenwinkel der Polarecke: 

a = 2 R — A, ß* =2R — B, y' = 2R — r. 

Die Polarecke ist daher, weil für sie die Aufgabe (1) 
des vorigen Paragraphen vorliegt, konstruierbar. Bestimmt 
man dann ihre Flächenwinkel, so sind damit die Supplemente 
der Kantenwinkel des gesuchten Dreikants ermittelt. 



§ 48. Herleitung der schiefen Parallelprojektion 
eines Vielflachs ans der geraden Parallelprojektion. 

Wird ein Dreikant durch eine beliebige Ebene geschnitten, 
die nicht durch seinen Scheitel geht, so begrenzen die vier 
Ebenen ein sog. Vierflach, wie es in Fig. 161 (f. S.) zunächst 
in gerader Parallelprojektion dargestellt ist. A ty B tJ C l} S t 
sind die Horizontalprojektionen, A 2J 2? 2 , C 2 , S^ die Vertikal- 
projektionen der vier Eckpunkte A 1 JS, C, S. Selbstver- 
ständlich ist dabei der Punkt S so gewählt, dafs er nicht 
in der durch die drei Eckpunkte A, B, C bestimmten Ebene 
liegt. 

Da uns hier ein Körper in gerader Parallelprojektion 
dargestellt entgegentritt, so wollen wir sofort die Gelegenheit 
benutzen, um an dem Beispiel des Vierflachs zu zeigen, 
wie in leichter Weise der Übergang von der geraden Pro- 
jektion zur schiefen Parallelprojektion eines Körpers voll- 
zogen werden kann. Die hierauf abzielende Betrachtung 
gilt ganz allgemein; auch ist es völlig irrelevant, dafs wir 
sie an dem Sonderfalle eines ebenflächig begrenzten Körpers 
durchführen. 

Denken wir uns zunächst die Grundrifsebene 77 1 um die 
Achse OX um 90° nach aufwärts gedreht, so liegt z. B. die 
Ecke A des Vierflachs im Abstände A A 2 senkrecht über 
dem Punkte A x der Horizontalebene, der seinerseits von der 
Vertikalebene den senkrechten Abstand A 1 A hat. Wir 
werden daher die schiefe Parallelprojektion Ä des Eck- 
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punkts A erhalten, wenn wir den Linienzug A A x A , der 
ans der zur Bildebene senkrechten Strecke A A ± und | der 
zur Bildebene parallelen vertikalen Strecke A k A zusammen- 
gesetzt ist, in schiefer Parallelprojektion abbilden, wobei 
was nebenher nochmals erwähnt sein mag, die Bildebene 
immer die vertikal gehaltene Zeichenebene ist. Den früheren 




Fig. 161. 

Festsetzungen gemäfs (§ 8) ist die schiefe Parallelprojektion 
einer zur Bildebene senkrechten Strecke eine unter v = 45* 
gegen die Horizontalrichtung der Projektionsebene geneigte 
Strecke von halber Länge, während jede zur Bildebene 
parallele Strecke als schiefe Parallelprojektion eine Strecke 
von gleicher Richtung und gleicher Länge hat (§ 5). Die 
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Abbildung von A A X ist daher die unter 45° gegen OX 
gezogene Strecke A~ A t ' = \ A A XJ die Abbildung von A 1 A 
die senkrecht zu OX gezogene Strecke A x ' Ä von der 
Länge A t A' = A A^ 

In gleicher Weise können die Abbildungen B ', C, S' 
der anderen Endpunkte gefunden werden. Eine Vereinfachung 
^ergiebt sich noch, wenn man beachtet, dafs die Verbindungs- 
linien A 1 A J \ B 1 B 1 \ Cj C/, &/S/ sämtlich parallel sind. 
Deshalb kann man, nachdem der Punkt A t ' bestimmt ist, 
<lie anderen Punkte J5/, C t ' } S x ' auch in der Weise er- 
halten, dafs man erstens durch Ä, C. , S t die Parallelen zu 
A x A x ' zieht, welche die durch B 0J C , S zu A A t ' gezogenen 
Parallelen in i?/, C t \ S t ' treffen; durch B t \ C/, S 1 ' 
werden sodann die Senkrechten zu OX gezogen, welche 
•endlich von den durch J5 2 , C 2 , <S 2 zu A A' gezogenen 
Parallelen in den gesuchten Punkten &, C, S' geschnitten 
werden. Die schiefen Parallelprojektionen der Kanten der 
des Vierflachs ergeben sich durch Verbindung der Pro- 
jektionen je zweier Eckpunkte. 



§ 49. Darstellung der wichtigsten ebenflächigen 
Körper in Parallelprojektion. 

Indem wir uns zu der zeichnerischen Darstellung der 
•wichtigsten ebenflächig begrenzten Körperformen wenden, 
setzen wir beim Leser die Bekanntschaft mit ihrer Ent- 
.stehungsweise und ihren Eigenschaften voraus. 

In Fig. 162 ist ein beliebiges fttnfseitiges schiefes 
Prisma dargestellt. Zu beachten ist dabei der Umstand, 
dafs von den Punkten des Aufrisses i,&C 8 i),£, der 
ebenen Grundfläche nur drei, z. B. i? a , C a , b 9 beliebig an- 
genommen werden dürfen, sobald der Grundrifs \ B t C ± D x E x 
der betreffenden Endfläche definitiv festgelegt ist. (§ 29 
S. 106). Die Projektionen der Seitenkanten müssen sowohl im 
Grundrifs wie im Aufrifs unter sich parallel und gleich lang 
sein; die Bichtung und Länge der Horizontalprojektionen 
der Seitenkanten braucht aber keineswegs mit der Bichtung 
und Länge ihrer Vertikalprojektionen übereinzustimmen. 

Wichtig ist es, dafs sich der Zeichner bei der Dar- 
stellung jedes körperlichen Gebildes genau vorzustellen ver- 
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mag, welche Punkte, Kanten und Flächen im Grundrife- 
bezw. Aufrifsbilde nicht sichtbar sind und demnach durch 
darüber bezw. davor liegende Teile des Gebildes verdeckt 
werden. Offenbar ist im Grundrifsbilde nur alles 
das sichtbar, was zwischen der vordersten und 
hintersten Kante auf der Oberseite des betreffen- 
den Körpers liegt, während im Aufrifsbilde nur 
diejenigen Teile sichtbar sind, welche zwischen 




Piff. 162. 



der höchsten und tiefsten Kante auf der Vorder- 
seite des Körpers gelegen sind. Bei dem in Fig. 162 
dargestellten Prisma ist EE die vorderste, CG die hinterste 
Kante; da das Prisma von der Grundfläche ABCDE aus, 
wie aus dem Grundrifs und Aufrifs hervorgeht, schräg nach 
vorn rechts oben geht, so gehören die Kanten CD und DE 
der Grundfläche zur Unterseite des Körpers und sind daher 
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ebenso wie die Kante DD 9 im Grundrifs als nicht sichtbar 
zu punktieren. Der Aufrifs zeigt, dafs EE die tiefste und 
CC die höchste Körperkante ist. Aus der Lage des Pris- 
mas im Baum folgt, dafs der Punkt D der Rückseite des 
Körpers angehört; demnach sind CD, ED, DD' in diesem 
Falle zugleich als Kanten der Rückseite des Prismas im 
Aufrifsbilde nicht sichtbar und deshalb punktiert darzustellen. 
Das Prisma und ebenso die Pyramide sind Spezial- 
formen einer allgemeineren Körperart, nämlich des „Prisma- 
toids". Ein Prismatoid hat zwei in parallelen Ebenen 



JfeS 




Fig. 163 a. 

gelegene Vielecke, etwa ein p-Eck und ein ^-Eck, als 
Endflächen. Die Seitenflächen sind im Allgemeinen lauter 
Dreiecke, und zwar sind deren, falls nicht die Ebenen be- 
nachbarter Dreiecke in eine Ebene zusammen fallen im 
ganzen (p -f- q) vorhanden. Fig. 163 a stellt ein Prismatoid 
dar, dessen untere Endfläche das in der Horizontalebene n t 
gelegene Viereck A x B x C t D x ist; die obere Endfläche ist 
das Dreieck EFG, dessen zweite Projektion wegen der 
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parallelen Lage von EFG zu n x durch die zu OX parallele 
gerade Linie E % F 2 6? 2 dargestellt ist. Im Ganzen sind, 
wie ein Blick auf den Grundrifs zeigt, sieben Seitendreiecke 




Fig. 163 b. 



vorhanden. Fig. 163 b veranschaulicht dasselbe Prismatoid 
in schiefer Parallelprojektion. 




Fig. 164 a. 
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Wählt man zu Endflächen des Prismatoids zwei solche 
Vielecke von gleicher Eckenzahl, bei denen die Seiten des 
einen den entsprechenden Seiten des anderen parallel sind, 
so erhält man einen Körper, der aufser von jenen beiden 
Endvielecken von lanter Paralleltrapezen begrenzt ist. Diese 
spezielle Prismatoidform heifst ein „Obelisk". In Fig. 164 a 
und b ist ein solcher Obelisk dargestellt, der mit seiner 
fünfeckigen Basis auf der Horizontalebene steht. Derselbe 
ist von zwei Fünfecken und fünf Paralleltrapezen begrenzt. 




Fi*. 164 b. 



Ein Obelisk mit kongruenten Endflächen ist ein „Prisma". 

Die Endflächen eines Prismatoids brauchen indessen nicht 
notwendig Vielecke im gewöhnlichen Sinne des Wortes, 
d. h. mindestens Dreiecke zu sein. Sie können auch ent- 
weder beide oder eine von ihnen zu Strecken oder Strecken- 
Systemen zusammenschrumpfen. 

Wird als untere Endfläche beispielsweise ein p - Eck, 
als obere Endfigur aber ein System von q Strecken gewählt, 
die alle von demselben Punkte ausgehen, so kann man 
einen Körper herstellen, der von dem genannten p - Eck 
und (p -f- 2 q) Seitendreiecken begrenzt wird. Die q Strecken 
des oberen Streckensystems treten bei einem solchen 
Körper als scharfe Schneiden auf. Der Körper heifst ein 
„q -schneidiger Sphenisk". 

Die Fig. 165a und b stellt einen „einschneidigen 
Sphenisken" dar, dessen untere Endfläche das in der Ebene 

Schröder, Darstellende Geometrie. 12 
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TI X gelegene Dreieck ABC ist, und dessen obere Endfigur 
die eine Strecke DE ist. Die Betrachtung des Grund- 




El*. 165a. 

risses läfst fünf Seitendreiecke erkennen. Am oberen Ende 
hat der Körper die eine Schneide DE, 

3 E 




1%. 166h. 
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Ein dreischneidiger Spheuisk ist zur Darstellung 
gebracht in Fig. 166 a und b. Als Grundfläche ist wieder 



ein Dreieck der Horizontalebene angenommen, nämlich 
A t B i C L ; die obere Endfigur bilden die von dem Punkte 
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G ausgehenden Strecken GD, GE und GF. Im Ganzen 
sind neun Seitendreiecke und drei obere Schneiden vor- 
handen. An den Kanten GA 7 GB und GC besitzt der 
Körper einspringende Winkel. 

Der Fall, dafs auch die untere Begrenzungsfläche in 
ein Streckensystem ausartet, ist für unsere Zwecke belanglos 
und soll daher nicht weiter berücksichtigt werden. 

Reduziert sich die eine Endfläche des Prismatoids auf 
einen Punkt, so erhält man die „Pyramide." 



IV. Abschnitt. 



Die fünf regelmäfsigen Vielflache. 



§ 50. Vorbemerkungen über Anzahl und Art der 

regelmäfsigen Vielflache. 

Ein Vielflach ist regelmäfsig, wenn seine sämt- 
lichen Begrenztingsflächen kongruente regelmäfsige 
Vielecke sind. Bei jedem regelmäfsigen Vielflach sind sämt- 
liche Flächenwinkel einander gleich, und aufserdem sind alle 
an dem Vielflach auftretenden körperlichen Ecken kongruent. 

Die Zahl der regelmäfsigen Vielflache ist zu er- 
mitteln aus der doppelten Bedingung, dafs erstens die Summe 
der in einer Ecke zusammenstofsenden Kantenwinkel stets 
kleiner als 422 sein mufs, und dafs zweitens in jeder Ecke 
mindestens drei Kantenwinkel zusammenstofsen müssen. Hier- 
aus folgt, dafs als Begrenzungsflächen regelmäfsiger Vielflache 
nur gleichseitige Dreiecke, Quadrate und regel- 
mäfsige Fünfecke auftreten können. 

Von gleichseitigen Dreiecken sind begrenzt : Das Vier- 
flach (Tetraeder), das Achtflach (Oktaeder) und das 
Zwanzigflach (Ikosaeder), von Quadraten das Sechsflach 
(Würfel oder Hexaeder), von regelmäfsigen Fünfecken das 
Zwölfflach (Pentagondodekaeder). Die nachstehende Tabelle 
enthält die Angaben über Eckenzahl i, Flächenzahl / und 
Kantenzahl k dieser fünf regelmäfsigen Vielflache: 





Name 


e 


/ 


h 


Kantensahl 
jeder Ecke 


Fliehenzahl 
jeder Eeke 


l. 


Vierflaeh 


4 


4 


6 


3 


8 


2. 


Seehailaeh 


8 


6 


12 


3 


3 


3. 


Aohtflaoh 


6 


8 


12 


4 


4 


4. 


ZwMfflach 


20 


12 


80 


3 


8 


6. 


Zwanzigflaeh 


12 


20 


30 


5 


6 
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Jedes dieser regelmäßigen Vielflache besitzt einen sog. 
Mittelpunkt. Derselbe hat erstens gleiche Abstände von 
allen Ecken, zweitens gleiche Abstände von allen Kanten 
nnd drittens gleiche Abstände von allen Flächen des Viel- 
flachs. Folglich ist dieser Punkt sowohl der Mittelpunkt 
der durch alle Ecken des Vielflachs gehenden Kugel (Um- 
kugel) wie auch Mittelpunkt der alle Flächen des Vielflachs 
berührenden Kugel (Inkügel). Das Vielflach liegt vollständig 
zwischen der Umkugel und Inkügel. 

Die Mittelpunkte der Flächen eines regelmäfsigen 
Vielflachs bestimmen wieder ein regelmäfsiges Vielflach, 
welches dem ursprünglichen Vielflach vollständig eingeschrieben 
ist. Auf diese Weise läfst sich dem Vierflach ein Vierflach, 
dem Sechsflach ein Achtflach, dem Achtflach ein Sechsflach, 
. dem Zwölfflach ein Zwanzigflach, und dem Zwanzigflach ein 
Zwölfflach einzeichnen. 

Die Mittelpunkte der Kanten bestimmen im All- 
gemeinen nicht wieder ein regelmäfsiges Vielflach; nur das 
Vierflach macht in dieser Beziehung eine Ausnahme, insofern 
die Mittelpunkte der Kanten die Ecken eines dem Vierflach 
eingeschriebenen Achtflachs sind. 

Zu jedem regelmäfsigen Vielflach (wie überhaupt zu 
jedem beliebigen Vielflach) kann ein sog. Netz konstruiert 
werden. Man stellt dasselbe her, indem man in der Zeichen- 
ebene jede Begrenzungsfläche an eine Nachbarfläche mit 
der gemeinsamen Kante so anhängt, dafs eine doppelte 
Überdeckung irgend welcher Teile der Zeichenebene ver- 
mieden wird. 

In den folgenden Paragraphen soll die genaue Konstruktion 
der fünf regelmäfsigen Vielflache erläutert werden. 



§ 51. Darstellung des Vierflachs. — Ableitung der 
allgemeinen Stellung durch Drehung um horizontale 

und vertikale Achsen. 

Der Grundrifs eines Vierflachs, welches mit einer 
Fläche auf der Horizontalebene ruht, läfst sich, wie folgt, 
aus dem Netze des Vierflachs gewinnen. Es wird zunächst 
die Grundfläche, nämlich das gleichseitige Dreieck A t B 1 C t 
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(Fig. 167), gezeichnet, und dann daran anstofsend jede der 
drei in die Horizontalebene umgelegten Seitenflächen ^JBj 3) 8 , 
■^i ^i 2>i> Q A ®2 angetttgt. Werden nun diese drei Seiten- 
flächen um die Geraden A t B t , B t C xy C t A ± soweit aufwärts 
gedreht, bis die drei Punkte S) t , S) 2 , 5D 8 in einen Punkt 2?, 
nämlich die vierte Ecke des 

Vierflachs zusammenfallen, *i^; -jfc- r - ^ ifr 

so beschreibt z. B. der 
Punkt SD t einen Kreisbogen, 
dessen Ebene zu B x C x senk- 
recht ist und dessen Radius 
der senkrechte Abstand 
^ E von B 1 C x ist. Folg- 
lich mufs die Projektion des 
Punktes 3^ immer auf den 
Geraden © Ä E liegen. Ganz 
entsprechend mufs die Pro- 
jektion von S) 2 auf der zu 
A t C x senkrechten Geraden 
S) 9 F liegen, so dafs die Projektion D x der vierten Ecke D 
des Vierflachs*) in den Schnittpunkt von $V E un d 5D t JF 7 
fallen mufs. Durch D x mufs auch die zu A t B, Senkrechte 
3) 8 6r gehen. ^D^ B 1 D 1 und CjZ^ sind die Projektionen 
der nicht in der Projektionsebene gelegenen Kanten des 
Vierflachs. 

Die gerade Projektion eines Vierflachs auf eine seiner 
Begrenzungsflächen ist demnach die von ihrem Mittelpunkte 
aus durch die Verbindungslinien nach den Ecken in drei 
kongruente Dreiecke geteilte Begrenzungsfläche selbst. 

In Fig. 168 a ist die Projektion A 1 B 1 C l D 1 eines 
mit einer Fläche auf der Horizontalebene IJ 1 stehenden 
Vierflachs für den Fall gezeichnet, dafs keine der Grund- 
kanten zu der Achse OX parallel oder senkrecht ist. 
Im Aufrifs müssen dann die Projektionen A B 2 , 2? 2 C a und 
C^A t der drei Grundkanten in die Achse OX fallen. Die 
zweite Projektion D % der vierten Ecke D liegt senkrecht 
über D x in dem Abstände D Q D 2 von OX, welcher gleich 
der Höhe D X D des Vierflachs ist. Die Höhe D X D aber 
ist die zweite Kathete des rechtwinkligen Dreiecks A x D t D y 



*) In Fig. 167 mufs statt D die Bezeichnung Di stehen. 
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dessen eine Kathete die bekannte Strecke A t B 1 und dessen 
Hypotenuse die Vierflachkante A t D ist. In der Zeichenebene 
erhält man die Vierflachhöhe am einfachsten, wenn man das 
in D x auf A 1 D x errichtete Lot im Punkte 3) mit dem um 
A x mit A x C t gezeichneten Kreise schneidet. 

Im Grundrifs sind sämtliche sechs Kanten voll aus- 
gezogen, da sie, von oben gesehen, sämtlich sichtbar sind; 
im Aufrifs dagegen mufste D % B % als von vorn nicht sichtbar 
punktiert werden. An der im Fig. 168 a gezeichneten 
Stellung des Vierflachs ist eigentümlich, dafs im Aufrifs 
die Projektionen A 2 B 2J B 2 C 2 , C 2 A 2 von Kanten, die am 




Fig. 168. 

Vierflach selbst durchaus nicht zusammenfallen, in derselben 
Geraden liegen. Ein derartiges Zusammenfallen vonProjektionen 
verschiedener Kanten in dieselbe Gerade kann nur dann 
eintreten, wenn mehrere Kanten des Vierflachs die gleiche 
projizierende Ebene besitzen. 

Jede Stellung eines Gebildes, bei welcher ein solches 
Zusammenfallen von Projektionen in dieselbe Gerade statt- 
findet, wollen wir eine „besondere Stellung" nennen; 
jede Stellung, bei welcher ein solches Zusammenfallen nicht 
statthat, bezeichnen wir als „allgemeine Stellung/ 1 

Wir zeigen sogleich bei dieser Gelegenheit, wie sich 
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auf einfache Weise die allgemeine Stellung aus einer be- 
sonderen Stellung herleiten läfst. Man hat zu dem Zweck 
die Stellung des darzustellenden Gebildes so zu verändern, 
dafs keine zwei der anzuwendenden Projektionsebenen mehr 
zusammenfallen. Das erreicht man stets durch einige 
geeignete Drehungen des Gebildes um horizontale 
und vertikale Drehungsachsen. 

Es sei in Fig. 168 a durch den Punkt C t der Vierflach- 
grundfläche die zu IJ 2 und daher auch zu Ol senkrechte 
Drehungsachse C t C 2 gelegt. Jeder Punkt des Vierflachs 
hat von C x C 2 je einen bestimmten senkrechten und dem- 
nach zu 77 9 parallelen Abstand. Jeder dieser Abstände ist 
gegen die Horizontalebene n i unter je einem bestimmten 
Winkel geneigt. Bei der Projektion auf die Vertikalebene 
77 2 projizieren sich sowohl die Abstände selbst wie auch 
ihre Neigungswinkel gegen 7^ in wahrer Gröfse. Fttr den 
Eckpunkt A des Vierflachs ist der betreffende Abstand von 
C x C 2 gleich A^ C a ; der zugehörige Neigungswinkel gegen- 
77 1 ist gleich Null, da der genannte Abstand in n l selbst 
liegt. Für die Ecke B ist der entsprechende Abstand durch 
B 9 C 2 gegeben, und der Neigungswinkel ist wiederum Null. 
Fttr D ist der Abstand gleich Z? 2 C 2 und der Neigungs- 
winkel gegen n t gleich dem Winkel Z> C 2 i? a . Wird nun 
das ganze Vierflach um C t C 2 so gedreht, dafs z. B. der 
Neigungswinkel des zum Punkte A gehörigen Abstandes 
um einen bestimmten Betrag a vergröfsert wird, so ver- 
gröfsern sich gleichzeitig die Neigungswinkel der zu allen 
anderen Vierflachpunkten gehörigen Abstände um denselben. 
Betrag, während die Abstände selbst nach wie vor zu 77 2 
parallel bleiben und bei erneuter Projektion auf 77 2 wiederum 
in wahrer Länge projiziert erscheinen. Im Falle einer so 
eingerichteten Drehung des Vierflachs wollen wir sagen: 
„Das ganze Vierflach ist um die horizontale 
Drehungsachse C x C 2 um den Winkel a gedreht 
worden." Bei einer solchen Drehung ändert aber auch 
kein Punkt des Vierflachs seinen senkrechten Abstand von 
der Vertikalebene 77 2 , da alle Punkte des Vierflachs sich 
in Parallelebenen zu 77 9 bewegen. 

Denken wir uns noch das Vierflach nach der Drehung 
um die horizontale Achse so verschoben, dafs jeder seiner 
Punkte seine durch die Drehung erhaltenen Abstände von 
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n x und IT 2 behält, so kommt der Punkt C in einen Punkt 
C" der Horizontalebene, dessen Aufrifs C 2 auf der Achse liegt. 
Für die neue Lage des Vierflachs erhält man nun zunächst 
den Aufrifs, wenn man durch den Achsenpunkt C 2 (Fig. 168b 
8. 184) unter dem Winkel a die Strecke A 2 'C 2 ' = A 2 C 2 
zieht, sodann auf A 2 C 2 die Strecke B 2 C 2 ' = B 2 C 2 ab- 
trägt, endlich noch unter dem Winkel {a-\- z. D 2 C 2 D ) die 
Strecke C 2 'D 2 ' = C 2 D 2 zeichnet und D 2 ' mit B 2 ' und AJ 
verbindet. Dann ist, wie sofort einleuchtet, der neue Auf- 
rifs dem ursprünglichen Aufrifs in Fig. 168 a kongruent. 
Der letztere ist eben nur nach Verschiebung bis zum Achsen- 
punkt C 2 um diesen Punkt um den genannten Winkel a 
gedreht worden. Die zugehörigen Grundrifspunkte liegen 
erstens auf den durch A 2 , B 2 , C 2 , D 2 zu OX gezogenen 
Senkrechten, zweitens auf den durch A^ B v C v D ± zu 
OX gezogenen Parallelen. 

Aus Fig. 168 b geht hervor, dafs der neue Grundrifs 
A x ' B x ' C ± f Z?/, in welchem B ± ' 0/ als von oben her nicht 
sichtbar punktiert ist, nicht mehr die regelmäfsige Gestalt 
besitzt wie der Grundrifs A t B x C 1 D 1 in Fig. 168 a. Um auch 
den Aufrifs in noch allgemeinerer Form zu erhalten, wird 
Jetzt das ganze Vierflach um eine durch den Eckpunkt C 
gelegte vertikale Achse um einen gewissen Winkel ß gedreht. 
Durch den soeben ausgeführten ganz analoge Betrachtungen 
erkennt man, dafs während dieser zweiten Drehung die 
Abstände aller Vierflachpunkte von der vertikalen Drehungs- 
achse zu n i parallel bleiben und daher immer ihnen selbst 
gleiche Horizontalprojektionen besitzen. Andererseits ändert 
kein Punkt des Vierflachs während der Drehung seinen Ab- 
stand von n v Die Neigungswinkel der Abstände von der 
vertikalen Drehungsachse gegen n 2 ändern sich sämtlich 
in demselben Sinne um den Winkel ß. 

Aus alledem folgt, dafs der Grundrifs des Vierflachs 
sich bei dieser zweiten Drehung überhaupt nicht ändert. Man 
zeichnet daher in Fig. 168 c (S. 184) zunächst den Grundrifs 
A" B"C"D X " in beliebiger anderer Lage kongruent mit 
A ± ' B t ' G ± ' 2?/ ab und bestimmt dann den zugehörigen Auf- 
rifs, indem man erstens durch A", B", C t ", D x " die Senk- 
rechten zu OX und zweitens durch A 2 , B 2J C 2 , D 2 die 
Parallelen zu OX zieht. In dem so entstehenden Aufrifs 
A 2 " B 2 " C 2 " D 2 " fallen dann nicht mehr die Projektionen 
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irgend zweier Kanten des Vierflachs zusammen. Sowohl 
der Grundrifs wie der Aufrifs bieten jetzt den Eindruck 
eines körperlichen Gebildes dar. 

Kommt man, wenn die Anfangsstellung noch mehr 
spezialisiert angenommen ist, als es hier der Fall war, mit 
zwei Drehungen nicht aus, so mufs man deren drei anwenden. 
Dabei ist es belanglos, ob man mit einer Drehung um eine 
horizontale oder um eine vertikale Achse beginnt. 

Das im Vorstehenden für das Vierflach als Beispiel 
-durchgeführte Verfahren gilt für jedes beliebige räumliche 
Gebilde. 
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Fig. 170. 





Fig. 169. 



Zum Schlufs sei noch mittels schiefer Parallelprojektion 
in Fig. 169, das Vierflach ABC D mit dem ihm einr 
geschriebenen Vierflach A f B' O D r } dessen Ecken in den 
Mittelpunkten der Seitenflächen von ABCD liegen, dar- 
gestellt. Fig. 170 bringt das dem Vierflach ABCD ein- 
geschriebene Achtflach, dessen Ecken die Kantenmittelpunkte 
von ABCD sind, zur Anschauung. 



§ 52. Das Sechsflach und das Achtflach, 

Der Grundrifs eines auf der Horizontalebene TI 1 mit 
einer Seitenfläche aufliegenden Sechsflachs ist ein Quadrat 
A x B X C X 2? 1 , der dazn gehörige Aufrifs ein von zwei Vertikalen 
durchsetztes Rechteck A^ B % C 2 2? 9 , wenn keine zwei der zu 
den vertikalen Seitenkanten gehörigen projizierenden Ebenen 
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zusammenfallen (Fig. 171a). Im Grundrifs deckt die Pro- 
jektion der oberen Begrenznngsfläche E i F 1 G 1 H l sieh mit 
derjenigen der unteren. Fig. 171b und c stellen wieder 
die Ableitung der allgemeinen Stellung dar. Fig. 171b 
ist entstanden durch Benutzung einer durch C, gehenden 
horizontalen Drehungsachse, Fig. 171c durch Verwendung 
einer durch C/ gelegten vertikalen Drehungsachse. 

In der allgemeinen Stellung erscheinen die Umrisse des 
Aufrisses und Grundrisses als Sechsecke. 



E r ifc Ft ( h, 



x Jz ife? A 
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Das aus 6 Quadraten bestehende Netz des Sechsflachs, 
wie es Fig. 172 darstellt, ist in der Weise entstanden, dafs 
wir uns das auf der Fläche AB CD ruhende Sechsflach 
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längs des Kantenzuges DCG HE ABF aufgeschnitten denken 
und nun sämtliche Begrenzungsflächen in die Ebene der 
Fläche AB CD niederlegen. 

In Fig. 173 ist schliefslich das Sechsflach mit dem ihm 
eingeschriebenen Achtflach, welches die Mitten der Würfel- 
flächen zu Ecken hat, in schiefer Parallelprojektion dar- 
gestellt 

Für die Darstellung des Achtflachs ist es nützlich, 
zu beachten, dafs das Achtflach auffafsbar ist als Verbindung 
zweier mit ihren quadratischen Grundflächen an einander 
gefügten kongruenten regelmäfsigen vierseitigen Pyramiden. 
Das ebene Netz eines solchen halben Achtflachs ist ein 
Quadrat, über dessen Seiten je ein gleichseitiges Dreieck 
konstruiert ist (Fig. 174). 
Ist die Grundfläche des halben 
Achtflachs der Horizontal- 
ebene TI 1 parallel, so besitzt 
sie als Grundrifs ein ihr kon- 
gruentes Quadrat B 1 C ± D t E v 
Den Grundrifs F t der Spitze 
Fder quadratischen Pyramide * 
erhält man, wenn die gleich- 
seitigen Dreiecke des Netzes 
um die vier Quadratseiten 
soweit in die Höhe gedreht 
werden, bis die Eckpunkte 

&> &> &> & in einen Punkt 
zusammenfallen. Es be- 
schreibt hierbei jeder der Punkte % v $ 9 , 3f 8 , & einen 
Kreis, dessen Ebene zu der betreffenden Quadratseite 
senkrecht ist. Für jede Lage mufs daher z. B. die erste 
Projektion von g x auf der Mittelsenkrechten von B ± C x liegen. 
Das Entsprechende gilt von den Punkten $ 3 , g 8 , g 4 , so dafs 
die Horizontalprojektion der Spitze F des halben Achtflachs 
im Schnittpunkte der Mittelsenkrechten der Quadratseiten, 
also im Schnittpunkt F 1 der Diagonalen des Quadrats liegt. 

Der Grundrifs eines halben Achtflachs mit horizontaler 
Grundfläche ist daher das durch die Diagonalen geteilte 
Grundflächenquadrat. 

Die Höhe des halben Achtflachs ist die zweite Kathete 
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse die Acht- 
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flachkante BF und dessen eine Kathete die Projektion B 1 F t 
dieser Kante anf n ist Dieses rechtwinklige Dreieck ist 
kongruent dem gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck. 
B l F 1 C 1 , so dafs also die Höhe des halben Achtflachs 
gleich der halben Diagonale des Quadrats B 1 C 1 D 1 E 1 ist. 

Fttgt man an das betrachtete halbe Achtflach nach unten 
hin die zweite Hälfte des Achtflachs an, so deckt sich deren 
Horizontalprojektion mit der bereits gefundenen der ersten 
Hälfte. 

Stellen wir das ganze Achtflach jetzt mit einer Ecke, 
etwa A , so anf die Horizontalebene 77,, dafs die Körper- 
diagonale AF auf i7 ± senkrecht steht, ohne dafs aber eine 
der zu 77, parallelen Kanten zu IT t parallel ist, so hat der 



Grundrife etwa die in Fig. 175 a gezeichnete Lage zw Achse- 
OX. Die Punkte des zugehörigen Aufrisses liegen wieder 
senkrecht über denen des Grundrifses, und zwar liegt der 
Aufrifs A 3 der untersten Ecke A auf OX, derjenige, P a , 
der obersten Ecke F im Abstände A^ F, = B x D ± senkrecht 
Über A t , die Aufrisse der übrigen Punkte im halben Ab- 
stände von OX. 

Auch für das Achtflach ist in Fig. 175 b und c durch 
Benutzung einer horizontalen und einer vertikalen Drehungs- 
achse die allgemeine Stellung zeichnerisch hergeleitet. Dabei 
ist das Achtflach in Fig. 175 b soweit gedreht, dafs die Kante 
AC in die Horizontalebene I7 ± fällt. 



§ 53. Das Zwölfflach. 
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Aus Fig. 175 c geht hervor, dafs der Umrifs des Acht- 
flachs beim Vorhandensein der allgemeinen Stellung im 
Grundrifs wie Aufrifs ein Sechseck ist. 

Fig. 176 stellt das Netz eines Achtflachs dar; der obere 
Teil BCDABF liefert beim Zusammenfalten die eine 
Hälfte, der untere Teil BADCBE die andere Hälfte des 
Achtflachs. 




Fig. 176. 




Schliefslich stellt Fig. 177 noch das Achtflach mit dem 
ihm eingeschriebenen Sechsflach, dessen Ecken die Mitten 
der Flächen des Achtflachs sind, in schiefer Parallelprojektion 
dar. 



§ 53. Das Zwölfflach. 

Das Zwölf flach möge mit der Fläche ABC DE so auf 
der Horizontalebene n x stehen, dafs die vorderste Kante 
DC der X-Achse parallel ist. (Fig. 178). Dann ist da& 
regelmäfsige Fünfeck ABCDE mit seinem Grundrifs 
A 1 B 1 C 1 D 1 E 1 identisch. Um den Grundrifs einer der an- 
grenzenden Flächen des Zwölf flachs zu finden, denken wir 
uns zunächst zwei derartige Flächen, etwa AEPQF und 
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ABHGF um die Kanten AE bezw. ^4J? in JI X umgelegt. 
Dadurch kommen die genannten Flächen in die Lage 
A t E 1 PQ'F bezw. A t B x H' G'F'. Dreht man nun dies© 
letzteren beiden regelmäfsigen Fünfecke um die Achsen A t E x 
bezw. A 1 B 1 soweit in die Höhe, bis sie längs der Kante 
A F wieder zusammenstofsen, so bewegt sich die Projektion 
des Punktes F* auf dem von F* auf A t E x gefällten Lote 
F'F '; ganz entsprechend bewegt sich die Projektion des 
Punktes F" auf dem von F" auf A x B x gefällten Lote F"F ". 
Folglich mufs die Horizontalprojektion F A des Eckpunktes 
F des Zwölfflachs im Schnittpunkte von F' F' und F" F Q " 
liegen. A 1 F 1 ist die Horizontalprojektion der Kante AF 
des Zwölfflachs. 




Die Projektion des Punktes Q f bewegt sich bei der 
Drehung um A x E x auf dem von Q' auf A x E t gefällten Lote 
Q' Q . Die endgültige Lage der Projektion Q t ergiebt sich 
durch Beachtung der Thatsache, dafs die parallelen Strecken 
F' F ' und Q f Q dasselbe Projektionsverhältnis (§ 7) be- 
sitzen. Da dieses Verkürzungsverhältnis durch das Verhältnis 
F^qiF'Fq gegeben ist, so ist Q x Q ganz elementar 
als vierte Proportionale zu F'F 'j F 1 F ' und Q r Q kon- 
struierbar. 

Eleganter ist die Ermittelung des Punktes Q x auf folgende 
Weise: Es ist ^E 1 A 1 B l =\B 9 ^ F"A X G' = %R und 
demnach z. G' A 1 B l = | Ä; folglich liegen die Punkte 
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E X ,A X , G' in gerader Linie. Da ferner ^FA X G' = $R 
ist, so ist ^ F' A x F" = £ R und demgemäfs wird, da noch 
A x F' = A x F" ist, -^ F" F'A^ = ^F'F"A x = fR. Folg- 
lich liegen auch die Punkte Q',F,F" und G' in gerader 
Linie; oder: die Verlängerung von Q F' über F f geht durch 
<r . Da nun bei der Drehung von Q' F f oder, was dasselbe 
ist, von Q f G f um A x E x der Punkt G' an seiner Stelle 
bleibt, so kennt man aufser dem Punkte F x noch den Punkt 
G' der Projektion von Q f F\ wodurch die Lage von Q x F x 
völlig bestimmt ist. Der Punkt Q x ist hiernach der Schnitt- 
punkt von 6f' F x mit Q Q . Die Projektion P x von P liegt 
symmetrisch zu F x in Bezug auf Q f Q . Der Grundrifs von 
A x E x P , Q , F r ist somit das Fünfeck A X E X P X Q X F X . 

In Fig. 179 (f. S.) ist nach dem soeben entwickelten Ver- 
fahren zunächst der Grundrifs der unteren Hälfte des Zwölfflachs 

konstruiert. Da die Kanten FQ 7 QP, PO, sämtlich 

gleich lang sind und alle dieselbe Neigung gegen IT X haben, 
so haben auch die Projektionen aller dieser Kanten gleiche 

Länge : F x Q^ = Q x P t = P x O x = Ferner liegen 

die Punkte F XJ Q l} P x , 0, ... H XJ G x sämtlich auf dem 
Kreise mit M 1 F A um den Mittelpunkt M x der Grundfläche, 

mithin ist der Umrifs F 1 Q l P t H x G x des Grundrisse» 

der unteren Zwölfflachhälfte ein regelmäfsiges Zehneck. 

Im Aufrifs liegen die Punkte A^ 2? a , C 2 , Z? 9 , E^ der 
Grundfläche auf der OX- Achse. Der Abstand des Punktes F 9 

von der Achse ist gleich der Strecke F ' F (Fig. 178). Diese 
Strecke ist die eine Kathete des rechtwinkligen Dreiecks 

F t FF % in welchem die Hypotenuse F X F=F'F ' ist. 

F ' F giebt daher den Abstand des Baumpunktes F von der 
Ebene n x an. Den gleichen Abstand von X wie F 2 haben 
die Punkte H 2} K %J N^,P % . Der Abstand des Punktes Q 2 

von X ergiebt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck Q x Q Q 

(Fig. 178), wo Q x Q = Q Q ist. Denselben Abstand von 
OX wie Q 9 haben die Punkte 9 , i 2 , J^, 6r 9 . Durch 
elementare Winkelbetrachtungen ergiebt sich aus Fig. 178, 
dafs F X A X auf D X C X senkrecht steht; denn es ist 
^ E X A X F X =%R und somit A x F x die Verlängerung der 
Halbierungslinie von ^EA^B^ welche senkrecht auf D x C x 
steht. Da ferner ^ Q x F x A x = | R ist, so ist Q x F x gegen 
die durch D x C x festgelegte Horizontalrichtung unter dem 

Sehrfider, Darstellende Geometrie. 13 
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Winkel j R geneigt. — In Fig. 179 ist hiernach A x F t 
senkrecht zur OX- Achse; folglich mufs, da die Raumstrecke 
AF nicht parallel zu 77- ist, die zweite Projektion A 9 F 2 
ebenfalls senkrecht auf OX sein. Ferner beträgt in Fig. 17& 
die Neigung von Q x F t gegen OX \R. Da nun -^ P ± Q t F x 
= | R } so ist Q t P x unter $ R und P ± O t unter 1 R gegen 




die X-Achse geneigt. Folglich mufs auch, da die Zwölf- 
flachkante OP nicht parallel zu 77, ist, ihre zweite Pro- 
jektion P 2 9 senkrecht auf der OX- Achse sein. Da» 
(bleiche gilt von H % J % und L % U % . 

Von Interesse ist noch die Bestimmung des Abstände» 
des Mittelpunktes M des ganzen Zwölf flachs von der Horizontal- 
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ebene TL. In M schneiden sich bekanntlich alle in den 
Mittelpunkten der Seitenflächen auf diesen errichtete Lote. 
Je zwei solcher Lote liegen in einer Ebene, die zu der ge- 
meinsamen Kante der betreffenden Begrenznngsflächen senk- 
recht steht. Sind in Fig. 178 M ' nnd M" die Mittelpunkte 
zweier benachbarten Begrenzungsflächen, so sind ihre gleichen 
Abstände M'G und M"G von A 1 B 1 unter dem Supplement 

des Winkels Q Q ± Q = a gegen einander geneigt, wo a 
der Neigungswinkel der Seitenfläche ABHGF gegen die 
Erweiterung der Grundfläche ist. Legt man daher den 
Winkel (2 R — a) um M' G in die Ebene II X um, so kommt 

M" in die Lage M", während die Lote auf den beiden be- 
trachteten Seitenflächen in die Lagen M' M und M" M 

kommen. Die Strecke M' M= M" M giebt dann den ge- 
suchten Abstand des Zwölfflachzentrums von n x an. 

Nach Konstruktion der Projektionen der unteren Zwölf- 
flachhälfte (Fig. 179) ergiebt sich die Darstellung der oberen 
Hälfte unter Beachtung des Umstandes, dafs die obere Hälfte 
des Zwölfflachs die symmetrische Wiederholung der um 
180° um die vertikale Mittelachse gedrehten unteren Hälfte in 
Bezug auf die durch den Mittelpunkt M gelegte horizontale 
Ebene ist. 




Fig. 180. 

Fig. 180 zeigt das in einer Ebene ausgebreitete Zwölf- 
flachnetz. In Fig. 181 ist das Zwölf flach zusammen mit 

13* 
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dem eingeschriebenen Zwanzigflach, dessen Ecken in den 
Flächenmittelpunkten des Zwölf flachs liegen, in schiefer 
Parallelprojektion abgebildet. Die Ecken des Zwanzigflachs 




Fig. 181. 

sind dabei ausnahmsweise durch kleine lateinische Buch- 
staben bezeichnet. 



§ 54. Das Zwanzigflach. 

Das Zwanzigflach sei mit der Ecke A so auf die 
Horizontalebene TI X gestellt, dafs die Verbindungslinie mit 

dem diametral gegenüberliegenden 
r Punkte auf TI X senkrecht steht. 
Die zeichnerische Darstellung ge* 
staltet sich übersichtlich, wenn 
beachtet wird, dafs das Zwanzig- 
flach sich in eine untere und obere 
regelmäfsige fünfseitige Pyramide 
und ein zwischen den beiden 
Pyramiden befindliches Prismatoid 
zerlegen läfst. Das letztere hat 
zu Endflächen regelmäfsige Fünf- 
Fi*. 182. ecke, von denen das eine, von 

oben betrachtet, durch eine Drehung 
von 180° um die vertikale Mittelachse mit dem anderen 
zur Deckung gebracht werden kann. 
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In Fig. 182 sind zwei Flächen BCÄ und BFA" des 
Netzes der unteren Pyramide gezeichnet. Dreht man diese 
beiden Dreiecke nm die Kanten CB bezw. BF, welche 
wegen ihrer Parallelität zu Z^ an Länge mit ihren Pro- 
jektionen übereinstimmen, soweit abwärts, bis die Kanten 
BÄ und BA" zusammenfallen, so mufs die Projektion von 




Ä sich immer auf dem von Ä auf C x B x gefällten Lote 
A'A ' bewegen; die Projektion von A" befindet sich stets 
auf der zu B x F x gezogenen Senkrechten A" A ". Die Pro- 
jektion der untersten Zwanzigflachecke A liegt im Schnittpunkte 
A A der beiden Lote A'A ' und^4"^4 ". Der Grundrifs der 
unteren Pyramide ist das regelmäfsige Fünfeck B x C x D x E x F v 
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welches von seinem Mittelpunkte A 1 aus in fünf gleich- 
schenklige Dreiecke geteilt ist. Die Höhe dieser Pyramide 

ist gleich der Kathete A t A eines rechtwinkligen Dreiecks 




F 1 A 1 A 1 dessen Hypotenuse gleich der Kante AF=E.F ± 
des Zwanzigflachs und dessen andere Kathete gleich dem 
Grundrifs A t F t von A F ist. 

Der Grundrifs der oberen Pyramide (Fig. 183 v. S.) ergiebt 

sich aus dem der unteren 
durch Drehung des letzteren 
um 180°; die Eckpunkte 
beider Grundrisse bilden 
die Ecken eines regel- 
mäfsigen Zehnecks. Der 
senkrechte Abstand der Auf- 
risse J? 2 C % D 2 E 2 F 2 und 
G^H 2 J 2 K 2 L 2 der Pyra- 
midengrundflächen ist gleich 
der Höhe des zwischen 
beiden Pyramiden liegenden 
Prismatoids. Diese Höhe 
aber ist darstellbar als die 
eine Kathete des auf ZZj 
senkrecht stehenden recht- 
winkligen Dreiecks E X K X K, dessen Hypotenuse die Zwanzig- 
ilachkante EK=D 1 E 1 und dessen andere Kathete die 
Projektion E x K t von EK ist. In Fig. 183 ist dieses 
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Dreieck E t K x K um E ± K x in TI X umgelegt. K ± K ist die 
Prismatoidhöhe und im Aufrifs gleich 2? a JT a . 

Das Netz des Zwanzigfiachs veranschaulicht Fig. 184. 
Die Abbildung des Zwanzigfiachs mit dem eingeschriebenen 
Zwölfflach in schiefer Parallelprojektion enthält Fig. 185. 



§ 55. Übungsaufgaben. 

Es soll gezeichnet werden in gerader und schiefer 
Parallelprojektion : 

1. Ein mit einer zur X-Achse parallelen Kante auf 
77 1 aufliegendes regelmäfsiges Vierflach, dessen 
Grundfläche gegen Z7j den gegebenen Neigungs- 
winkel v besitzt. 

2. Ein Sechsflach, welches mit einer Fläche auf einer 
durch ihre Spuren gegebenen Ebene E ruht, wenn 
der Grundrifs der einen Grundkante bekannt ist. 

3. Ein Achtflach, bei welchem eine Körperdiagonale 
senkrecht zu n x , eine andere senkrecht zu 77 2 steht. 
Alsdann ist das Achtflach um eine durch die unterste 
Ecke gehende zu n 9 senkrechte Achse soweit zu 
drehen, bis die eine der zu n 2 parallelen Kanten 
auch zu 77j parallel wird. Grundrifs und Aufrifs 
für diese neue Lage sind zu zeichnen. 

4. Ein Achtflach, dessen eine Begrenzungsfläche einer 
gegebenen Ebene parallel ist, wenn eine Kante 
jener Begrenzungsfläche durch ihren Grundrifs und 
einen Punkt des Aufrisses gegeben ist. 

5. Ein Zwölf flach, dessen Grundfläche in n r liegt, 
wenn eine der Grundkanten zur X-Achse senk- 
recht steht. Die allgemeinste Stellung ist aus dieser 
Anfangsstellung durch geeignete Drehungen abzu- 
leiten. 

6. Ein Zwanzigflach, welches mit einer Begrenzungs- 
fläche auf IT 2 ruht, wenn die eine Seite dieser Be- 
grenzungsfläche mit der X-Achse den Winkel 45 ° 
bildet. 



V. Abschnitt. 

Ebene Durchschnitte von Vielflachen. 



§ 56. Durchschnitt eines geraden Prismas. 

Die Aufgabe dieses Abschnitts lautet ganz allgemein 
ausgedrückt: 

„Es sollen die Projektionen und die 
wahre Gestalt des ebenen Durchschnitten 
eines Vielflachs dargestellt werden." 

Für die Lösung dieser Aufgabe bieten sich von vorn 
herein zwei verschiedene Wege dar. Entweder kann unter- 
sucht werden, in welchen Punkten die Kanten des Vielflachs 
die gegebene Ebene treffen, oder es werden die Schnitt- 
linien der Begrenzungsflächen des Vielflachs mit der Ebene 
ermittelt. Man hat diese beiden Verfahrungsweisen auch 
wohl als das „Kantenverfahren" und das „Flächen- 
verfahren" unterschieden. Bald empfiehlt sich die An- 
wendung der einen, bald die der anderen Methode; häufig 
ist auch eine Combination beider Verfahrungsweisen em- 
pfehlenswert. 

Den Gang des Verfahrens illustrieren wir am besten 
an einigen Beispielen. Wir beginnen mit der Darstellung 
des Durchschnittes eines geraden Prismas. 

In Fig. 186 wird das auf n x stehende ftinfseitige gerade 
Prisma mit der Ebene SQB geschnitten. Der Grundrifs 
der Schnittfigur A" B" C" D" E" ist zunächst identisch mit 
dem Grundrifs A 1 B 1 C 1 D 1 E 1 der Grundfläche. Eine Seite 
des Aufrisses der Schnittfigur, z. B. A^' B 2 " ', ist ermittelt 
nach dem Flächenverfahren, indem die Schnittgerade 
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der Seitenfläche ABB'A' und der Ebene SQR bestimmt 
ist. ABB* Ä hat als erste Spur die verlängerte Grundkante 
A x B x , nämlich 1\ U x , und als zweite Spur die zur X- 
Achse senkrechte Gerade U t U 2 . Folglich ist die Gerade 
T 2 U 2 die zweite Projektion der Schnittgeraden beider 



M Ck 




Fig. 186. 



Flächen. ÜT 2 £7 2 schneidet die zweiten Projektionen der 
Prismenkanten A A' und BB' in A 2 " und B 9 ". 

Die übrigen Seiten der Schnittfigur lassen sich nun, 
wenn man sie nicht ebenso bestimmen will, leicht auf Grund 
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des Satzes ermitteln, dafs Grundrifs und Aufrifs einer ebenen 
Figur zwei affine Gebilde sind, deren Affinitätsachse a der 
Durchschnitt der Ebene der Figur mit der zweiten Hal- 
bierungsebene ist. Die Affinitätsachse a ist nach § 41 
konstruiert mit Hülfe der durch B" gelegten Spurparallelen g, 
deren Projektionen g x und g 2 sich im Punkte ®' der Achse a 
schneiden. Alsdann verlängert man B 1 C 1 über B ± bis 33' 
und verbindet »' mit B ? ". W B % " schneidet C 2 C 2 f in C 2 ". 
In gleicher Weise sind die Schnittpunkte 6' and ©' von E x A x 
und D 1 E 1 mit a zur Bestimmung .der Punkte D 2 " und E 2 
benutzt. 

Im Aufrifs sind die Seiten A 2 " B 2 " und B 2 "C 2 " als 
von vorn nicht sichtbar punktiert, desgleichen das zwischen 
A % A 2 und C 2 C 2 gelegene Stück der zweiten Spur QS und 
die unterhalb der schneidenden Ebene gelegene Teile 
A 2 A 2 , B 2 B 2 .... der Prismenkanten. 

Die Bestimmung der wahren Gestalt der Schnittfigur 
vollzieht sich am einfachsten durch Umlegung um QU in 
die Horizontalebene ZZj. Es wird zunächst mit Hülfe der 
zu QR senkrechten Seitenebene 77 8 , deren erste Spur DS) 
und deren zweite Spur D$ ist, nach § 42 der Punkt A" nach 
A" f umgelegt. Dann aber kann man sich wieder des Affinitäts- 
prinzips bedienen, da die Umlegung Ä" B" C" D" E'" 
und die erste Projektion A t B x C ± D 1 E x der Schnittfigur 
affine Gebilde sind, zu denen die erste Spur s x der Ebene 
SQR als Affinitätsachse gehört. 

Will man den Durchschnitt des Prismas nach dem 
Kantenverfahren bestimmen, so vertährt man nach Mafs- 
gabe der Fig. 187 folgendermafsen: Denkt man sich z. B. 
durch den Schnittpunkt A" der Kante A A' und der Ebene 
SQR eine zu 77 1 parallele Ebene ö gelegt, so wird die 
Ebene SQR von d in einer ersten Spurparallelen a ge- 
schnitten, deren erste Projektion a x durch A t geht und 
parallel zu s, ist, während die zweite Projektion a 2 parallel 
zur OX- Achse ist und durch die zweite Projektion A^" 
des Punktes A" gehen mufs. 

Die Konstruktion verläuft also derart, dafs man durch 
Ä^, B v C t , D v E 1 die Parallelen a 17 b x , c, , d iy e i zu s t 
zeichnet und durch deren auf s 2 gelegene zweite Spuren die 
Parallelen a 2 , i 2 , c 2J d 2J e 2 zu OX zieht, welche die Aufrisse 
der Prismenkanten in den gesuchten zweiten Projektionen 
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A 9 ", BJ', Cj", D s ", E t " der Eckpunkte der Sehnittfignr 
treffen. 



Ji 



*t& f 



X. 



m* 



-1*2- 



Q 



^<5 





Fig. 187. 

Von Interesse ist oft die Ausbreitung des Mantels des 
Prismas mit den darin enthaltenen Seiten der Schnittfigur. 
Man trägt (Fig. 188 f. S.) auf einer Geraden die Seiten der 
Grundfläche des Prismas nach einander ab, zeichnet in den 
Teilpunkten senkrecht zu dieser Geraden die Seitenkanten 

AA', BB' der Prismas und trägt auf AA\ BB' .... 

die aus der Fig. 187 zu entnehmenden Abstände der Eck- 
punkte der Schnittfigur von n x bezw. von A 1 B 1 . .. aus ab. 

Steht die schneidende Ebene z. B. auf der zweiten Pro- 
jektionsebene n 2 senkrecht, so ergiebt sich die in Fig. 189 (f. S.) 
veranschaulichte Darlegung des Sachverhaltes, wozu eine 
nähere Beschreibung nicht mehr erforderlich ist. 
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§ 57. Durchschnitt eines schiefen Prismas. 
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§ 57. Durchschnitt eines schiefen Prismas. — 
Abwickelung des Mantels. 

In Fig. 190 ist die Lösung der Aufgabe gegeben, den. 
Durchschnitt eines schiefen vierseitigen Prismas, 

s 




dessen Grundfläche in 77^ liegt, darzustellen* Diese Auf- 
gabe unterscheidet sich insofern von der im vorigen 
Paragraphen behandelten, als dieses Mal der Grundrifs der 
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Schnittfigur nicht mehr mit demjenigen der Grundfläche 
zusammenfällt. 

Bequem ist die Anwendung' des Kantenverfahrens. Man 
legt z. B. durch die Kante A A' eine zur Horizontalebene n x 
senkrechte Ebene d. Die erste Spur T t U 1 dieser Ebene d 
ist identisch mit der ersten Projektion A ± A x ' der betreffen- 
den Kante, die zweite Spur U ± £7 2 steht senkrecht auf OZ. 
Die Schnittgerade der Ebenen SQR und 5 hat die Pro- 
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jektionen T t U^ und T 2 U 2 und schneidet die Prismenkante 
AA' im Punkte A". Ist der Schnittpunkt einer Prismen- 
kante mit der Ebene SQR bestimmt, so findet man, wie 
aus der Figur ersichtlich ist, die übrigen Schnittpunkte 
dadurch, dafs man durch die Schnittpunkte der Horizontal- 
projektionen der Kanten und dfer ersten Spur s ± Lote 
T t ' T 2 ' y . . . zur X-Achse zieht und dann durch T 2 ', . . . 
die Parallelen T % * U 2 ' ... zu T 8 U 2 legt. 

In unmittelbarer Verbindung mit dieser Aufgabe steht 
die andere, den Mantel eines beliebigen schiefen Pris- 
mas abzuwickeln. Man schneidet (Fig. 191a) das ge- 
gebene Prisma durch eine beliebige zu seinen Kanten senk- 
rechte Ebene ö. Die Spuren s L und s 2 dieser Ebene müssen 





Fig. 191b. 

auf der ersten bezw. zweiten Projektion der Prismenkanten 
senkrecht stehen. Alsdann bestimmt man nach der an 
Fig. 190 entwickelten Methode die Schnittfigur des Prismas 
und der Ebene ö und ermittelt durch Umlegung in n x deren 
wahre Gestalt A" B" CT U". Auf der hierbei benutzten, 
zu 8 t senkrechten Htilfsebene 77 8 , die zugleich zu sämtlichen 
Prismenkanten parallel ist, erscheinen alle Seitenkanten des 
Prismas in wahrer Länge, sobald sie auf 77 8 projiziert 
werden. Die Projektion der Schnittfigur auf 77 8 ist die 
gerade Linie 4," B z " C 8 " D 8 ", da die Ebene der Schnitt- 
figur auf 77 8 senkrecht steht. Man erkennt demnach aus 
der Seitenprojektion des Prismas auf 77 8 , wie grofs die 
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unterhalb and oberhalb der Ebene der Schnittfigur gelegenen 
Teile der einzelnen Prismenkanten sind. 

Hiernach ist die Abwickelung des Mantels wie folgt zu be- 
werkstelligen: Man trägt auf einer Geraden (Fig. 191b v. S.) 
die wahren Längen der Seiten des soeben bestimmten senk- 
rechten Durchschnitts (A"B" = £"&", B' C'=B'"C", ....) 
nach einander ab, zieht zu der Geraden in A", B", C\ D" 
Senkrechte und trägt auf den letzteren die oberhalb und unter- 
halb der Schnittfigur gelegenen Kantenteile: A" A = A z f, A ZJ 
B"B = B p "B„ ... und A n Ä=:A z ft A^ B"B' = B S " B s ' f ... 
ab. Verbindet man noch die erhaltenen Endpunkte sinn- 
gemäfs, so ist die geforderte Abwickelung ausgeführt. 



§ 58. Ebener Schnitt einer Pyramide. — 
Abwickelung des Mantels. 

Handelt es sich um die Konstruktion des ebenen 
Durchschnitts einer Pyramide, so kann man diese 
Aufgabe in übersichtlicher Weise nach dem Flächen- 
verfahren lösen. In Fig. 192a ist eine fünfseitige, auf n x 
stehende, im Übrigen beliebig geformte Pyramide an- 
genommen. Es ergeben sich die Seiten der Schnittfigur der 
Pyramide mit der Ebene SQR als die Schnittgeraden der 
einzelnen Seitenflächen mit SQR. Die ersten Spuren dieser 
Seitenflächen sind die Grundkanten der Pyramide. Die 
zweite Spur einer Seitenfläche bestimmt man durch Er- 
weiterung der betr. Seitenfläche bis zum Schnitt mit /7 2 . 
Dazu benutzt man zweckmäfsigerweise eine in der betr. 
Seitenfläche zu ihrer ersten Spur gezogene Spurparallele, 
durch deren zweite Spur die zweite Spur der Seitenfläche 
hindurchgehen mufs. Verdeutlicht ist dieses Verfahren für 
die Seitenfläche APE. Die Spurparallele g ist durch die 
Spitze P gezogen und hat die zweite Spur ÜT 2 . Folglich 
hat die Seitenfläche APE selbst die zweite Spur 2f 2 G, 
wo Gf den Schnittpunkt von E x A x mit OX bezeichnet. Die 
Schnittgerade von SQR und APE hat die zweite Pro- 
jektion F t L und trifft die beiden Pyramidenkanten AP und 
EP in den Punkten A! und E, Die übrigen Schnittgeraden 
werden genau so bestimmt. 

Die Bestimmung der wahren Gestalt der Schnittfigur 
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ist hier, weil sie anch wieder durch Umlegnng am eine der 
Spuren von S QR erfolgt, nicht wieder besonders ausgeführt. 



-Vi? y 




In Fig. 192b (f. S.) findet sich die Abwickelung des 
Mantels der Pyramide dargestellt. Sie wird in der Weise 
ausgeführt, dafs man die einzelnen Seitenflächen der Pyramide 
längs der ihnen gemeinsamen Kanten aneinander legt und dann 
auf den Seitenkanten von der Spitze P aus in den richtigen 
Entfernungen die durch den ebenen Schnitt hervorgerufenen 
Teilpunkte markiert. Zu dem Zweck sind die wahren Längen 
der Seitenkanten der Pyramide und ihrer Abschnitte zu 
bestimmen. Das geschieht am einfachsten, wie es in 
Fig. 192 a für die Kante 5 C angedeutet ist, dadurch, dafs 
man jede Seitenkante durch Drehung um die vertikale Achse 
PP 1 in die zu 77, parallele Lage bringt. Eine weitere 
Beschreibung des Verlaufes der Konstruktion ist nicht er- 
forderlieh, da es sieh um völlig bekannte Dinge handelt. 

SuhrSAor. ftiutalleiii* Qaomstila. 14 
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Steht die Pyramide nicht mit ihrer Grundfläche auf 
einer der Projektionsebenen, so kann man zunächst ohne 
Mühe die ersten Spuren der einzelnen Seitenflächen mit 
Hülfe der ersten Spuren der Seitenkanten bestimmen und 
dann nach der obigen Methode verfahren. 

Im Übrigen kann man auch den Schnittpunkt jeder 
einzelnen Pyramidenkante und der Ebene SQR dadurch 
gewinnen, dafs man durch jede Kante je eine zu n x oder 
IJ 2 senkrechte Hülfsebene legt und deren Schnittlinie mit 
SQR aufsucht. 



§ 59. Unvollständiger Durchschnitt eines Vielflachs. 

Während bei den bisher behandelten Beispielen die 
schneidende Ebene stets so gelegt war, dafs alle Seiten- 
kanten der betrachteten Prismas oder der betreffenden 
Pyramide geschnitten wurden, soll jetzt noch kurz an dem 
Beispiel einer mit ihrer Grundfläche auf 77 9 ruhenden fünf- 
seitigen Pyramide der Fall Erwähnung finden, wo die 
schneidende Ebene einige der Seitenkanten überhaupt nicht 
trifft. Wir wollen einen in solcher Weise entstehenden 
Durchschnitt einen „unvollständigen Durchschnitt" 
nennen. 
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Die Ebene ist in Fig. 193 so gelegt, dafs ihre zweite 
Spur «, die Grundfläche A^ B 2 C 2 Z? 3 E 2 der auf 77 2 ruhenden 
Pyramide in zwei Teile zerlegt und die Seitenkanten PA, 
PB, PC überhaupt nicht schneidet. Demnach werden die 
Seitenflächen A BP und B CP überhaupt nicht geschnitten. 
Die Schnittlinien der anderen Seitenflächen mit der Ebene 
sind dadurch bestimmt , dafs zunächst die ersten Spuren 
dieser Seitenflächen durch Benutzung je einer durch die 




Fig. 193. 

Spitze P gehenden zweiten Spurparallelen bestimmt sind. 
Es ist das in Fig. 193 ausgeführt für die Seitenfläche CDP\ 
die zweite Projektion g 2 der genannten Spurparallelen ist 
dort parallel zu der zweiten Spur C 2 D 2 voü CDP; die 
erste Projektion g+ der Spurparallelen g geht durch P, und 
ist parallel zu OX. Die zweite Spur C % D 2 von CDP 
trifft OX in H; die Verbindungslinie von H mit 2", der 

14* 
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ersten Spur von g, ist die erste Spur von CDP. Die 
Schnittlinie von CDP und SQR hat die zweite Projektion 
F% ^2» welche die zweite Projektion P 2 D 2 der Kante PD 
in D 2 ' trifft. Dann ist F 2 ' 2? 2 ' die zweite Projektion der 
gesuchten Schnittlinie; die zugehörige erste Projektion F ± ' D^ 
ergiebt sich durch Hinunterloten. — Der Durchschnitt der 
fünfseitigen Pyramide ist in diesem Falle ein Viereck, dessen 
eine Seite QF in der Pyramidengrundfläche liegt; die 
anderen Seiten sind FD', DE', E' Q. 



§ 60. Durchschnitt eines Vielflachs mit einer zur 

Achse senkrechten Ebene. 

Ist die das Vielflach durchschneidende Ebene SQR 
senkrecht zur X-Achse, so fallen die erste und zweite 

z 
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Spur s t und s 2 von SQR in eine zu OX senkrechte Gerade 
zusammen und in diese fallen dann auch die ersten und 
zweiten Projektionen aller der Ebene SQR angehörigen 
Figuren, mithin auch Grundrifs und Aufrifs der darzustellenden 
Schnittfigur. In wahrer Gestalt erscheint die Schnittfigur 
in diesem Falle im Kreuzrifs (§ 15), weil die Kreuzrifsebene 
der hier benutzten Schnittebene parallel ist 

Veranschaulicht ist der hier vorliegende Sachverhalt in 
Fig. 194 an dem Beispiel eines in beliebiger Stellung zu 
den Projektionsebenen befindlichen vierseitigen Obelisken. 
Die schneidende Ebene S QR geht durch den Eckpunkt Ä 
der oberen Endfläche. Im Übrigen werden die Kanten A B, 
D C und D* O von der Ebene S QR in den Punkten E, ö, F 
getroffen. 

Der Seitenrifs der Schnittfigur ist das Viereck 
E % 6? s F„ A 3 f j dessen von vorn nicht sichtbare Seiten 
£ 3 G 3 , ögFg und A s ' E s strichpunktiert gezeichnet sind. 

Man kann natürlich auch die wahre Gestalt der Schnitt- 
figur durch Umlegung des Schnittes in n t (oder/7 2 ) finden. 
Es ist das ebenfalls in Fig. 194 ausgeführt. Man gelangt 
dann zu der Figur (£®$9T, die mit E 9 G s F Z A Z ' kongruent ist. 



§ 61. Durchschnitt eines Vielflachs mit einem 

Ebenenstück. 

Ist die schneidende Ebene nicht durch ihre Spuren, 
sondern durch die Projektionen eines ihr angehörigen 
Flächenstücks gegeben, so ist es nicht notwendig, die Spuren 
der schneidenden Ebene aufzusuchen. Vielmehr kann man 
nach Mafsgabe der in Fig. . 124 (§ 34) angegebenen Kon- 
struktion verfahren, indem man die Schnittgeraden der 
einzelnen Flächen des Vielflachs mit dem gegebenen Ebenen- 
sttick vermittelst zu n x senkrechter Hilfsebenen bestimmt. 

Die Darstellung ist in Fig. 195 an dem Beispiel eines mit 
dreieckiger Grundfläche versehenen einschneidigen Sphenisken 
durchgeführt. Der Körper steht mit seiner Grundfläche auf/J^. 
Das schneidende Dreieck ABC hat beliebige Lage. In der 
Zeichnung ist die Schnittgerade JK des Dreiecks ABC und 
der Seitenfläche DGH des Sphenisken konstruiert. Eine 
weitere Erläuterung dazu ist nicht erforderlich. Aus der 
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fertigen Zeichnung erkennt man, dafs einerseits die Dreiecka- 
seiten A B nnd B C ganz aufserhalb des Körpers liegen, und 
dafs andererseits die Kanten EG nnd EH des Sphenisken 




Fig. 195. 



die Dreiecksfläche nicht durchstofsen. Der Sphenisk schneidet 
ans der Dreiecksfläche das Flächenstück NJKLM aus. 



§ 62. Schnitt eines Vielflachs mit einer Geraden. 

Mit den in diesem Abschnitt behandelten Aufgaben 
hängt anch die Bestimmung derjenigen Punkte zu- 
sammen, welche eine beliebig gegebene Gerade mit 
einem gegebenen Vielflach gemein hat. Man kann 
diese Aufgabe in der Weise lösen, dafs man zunächst durch 
die gegebene Gerade eine zu n ± oder 77 2 senkrechte Ebene d 
legt und sodann den ebenen Schnitt der Ebene 6 und des 
Vielflachs bestimmt. Da die Schnittfigur und die gegebene 
Gerade in derselben Ebene liegen, so sind damit direkt die 
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Projektionen der Punkte ermittelt, in denen die Gerade die 
Kontonr der Schnittfigur trifft. Diese letzteren Punkte aber 
sind diejenigen, die zugleich auf der Geraden und dem 
Vielflach liegen. 

Hat man es speziell mit einem überall konvexen Viel- 
flach zu thun, so ergeben sieh nie mehr als zwei solche 
Schnittpunkte der Geraden mit dem Vielflach. Bei einem 
Vielflach mit einspringenden Winkeln allerdings kann es 
vorkommen, dafs eine Gerade mehr als zwei Punkte mit 
dem Vielflach gemein hat. 

In der Fig. 196 ist das Gesagte zunächst an dem Bei- 
spiel eines mit der Ecke A auf n x aufliegenden Vierflachs 




Fig. 196. 



erläutert, und zwar ist dort eine zu n t senkrechte Hilfs- 
ebene benutzt, deren erste Spur s 1 mit der ersten Projektion 
g 1 der gegebenen Geraden zusammenfällt. Die zweite Spur * t 
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steht senkrecht auf der X-Achse. Ans dem Grnndrifs gebt 
hervor, dafs von dieser Hilfsebene nur die Kanten B C, D C 
nnd A C des Vierflachs getroffen werden. Durch Hinauf- 
loten von den Schnittpunkten E t , F., G 1 im Grnndrifs ergiebt 
sich die zweite Projektion der Schnittfigur, nämlich das 
Dreieck E t F t G t , dessen Umfang von g t in den Punkten i? e 
nnd X getroffen wird. Die dazu gehörigen Grundrifspunkte 
sind //, und J % . In den Punkten H nnd J durchst&fst die 
Gerade g die Begrenzung des Vierflachs. Das Stack HJ 
der Geraden g liegt innerhalb des Vierflachs. 



Fig. 197 stellt die gleiche Aufgabe für einen Körper 
mit einspringenden Winkeln dar. Es ist ein mit seiner 
vierseitigen Grundfläche ABCD auf n, stehender drei- 
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schneidiger Sphenisk gewählt, dessen obere drei Schneiden 
die vom Punkte H ausgehenden Strecken HE, HF, HG 
sind. Die durch die gegebene Gerade g gelegte zu n t 
senkrechte Hilfsebene schneidet dieses Mal den Sphenisken 
in dem Sechseck JKLMNP, dessen Aufrifs etwas stärker 
strichpunktiert ist. Wie aus dem Aufrifs ersichtlich ist, 
schneidet die Gerade g die Kontour der soeben genannten 
Schnittfigur in den vier Punkten Q, R, S, T. Die Strecken 
QR und ST der Geraden g liegen innerhalb des Sphenisken. 



§ 63. Übungsaufgaben. 

1. Ein auf 11% stehendes gerades regelmäfsiges Prisma 
wird von einer zu 7^ senkrechten Ebene geschnitten. 
Die Projektionen und wahre Gestalt der Schnittfigur 
sind zu zeichnen. 

2. Ein mit einer Ecke auf n t ruhender, in allgemeiner 
Lage befindlicher Würfel wird von einer zur ersten 
Halbierungsebene parallelen Ebene geschnitten. Das 
Netz des Würfels mit den zu den einzelnen Flächen 
gehörigen Schnittlinien ist zu konstruieren. 

3. Es ist der Durchschnitt eines in allgemeiner Lage 
befindlichen regelmäfsigen Achtflachs mit einer zu 
einer Seitenfläche parallelen Ebene darzustellen. 

4. Eine f ttnfseitige Pyramide, deren Grundfläche in n^ 
und deren Spitze in 11% liegt, wird von einer die 
Basis durchsetzenden beliebigen Ebene geschnitten. 
Es soll der Mantel der Pyramide mit den in ihm 
liegenden Schnittlinien dargestellt werden. 

5. Ein mit seiner dreieckigen Grundfläche auf der 
ersten Halbierungsebene stehender zweischneidiger 
Sphenisk wird von einer zu n \ parallelen Ebene 
geschnitten. Die Projektionen und wahre Gestalt 
der Schnittfigur sind anzugeben. 

6. Ein auf n x stehender fünfseitiger Obelisk wird von 
einer Ebene geschnitten, die zu zwei nicht auf- 
einander folgenden Seitenkanten parallel ist und 
keine der Seitenkanten enthält. Die Projektionen und 
wahre Gestalt des Durchschnitts sind zu ermitteln. 
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7. Es ist der Durchschnitt a) eines regelmäfsigen 
Zwölfflachs, b) eines regelmäfsigen Zwanzigflachs, 
dessen eine Seitenfläche in IT ± liegt, mit einer be- 
liebigen Ebene darzustellen. 

8. Ein Prismatoid, dessen zu 77 2 parallele Endflächen 
gleichseitige Dreiecke sind, wird von einem durch 
seine beiden Projektionen gegebenen Dreieck durch- 
setzt. Die Projektionen der Schnittfigur sollen dar- 
gestellt werden. 

9. Es sollen die Punkte bestimmt werden, welche ein 
regelmäfsiges Achtflach mit einer Geraden gemeinsam 
hat, die durch keine Ecke oder Kante des Acht- 
flachs geht. 



.1 



VI. Abschnitt. 



Durchdringungen von Vielflachen. 



§ 64. Allgemeine Vorbemerkungen. 

Durchsetzt die Oberfläche eines Vielflachs 
diejenige eines anderen Vielflachs, so entsteht eine 
Schnittfigur, deren Seiten die Schnittgeraden von je 
einer Fläche des einen Vielflachs mit je einer Fläche des 
anderen Vielflachs sind. Der Charakter dieser Schnittfigur 
kann je nach der Lage der beiden Vielflache ein ganz ver- 
schiedenartiger sein. Entweder besteht sie aus einem einzigen 
in sich geschlossenen Streckenzuge und ist dann im All- 
gemeinen ein geschlossenes räumliches Vieleck, dessen Seiten 
also nicht sämtlich in einer und derselben Ebene liegen; oder 
sie besteht aus völlig getrennten Teilen, die ihrerseits ebene 
oder räumliche Vielecke sein können. Da jedes der beiden 
Vielflache für sich einen bestimmten Baum, umgrenzt, so 
begrenzt ihre Schnittfigur im Verein mit Kanten- und Flächen- 
teilen der gegebenen Vielflache denjenigen Raumteil, welcher 
von beiden Vielflachen gemeinsam eingenommen wird. Denkt 
man sich den von jedem Vielflache begrenzten Raum mit 
einem Stoff erfüllt, so dafs jedes Vielflach einen Körper 
repräsentiert, so kann man sich vorstellen, dafs der eine 
Körper durch den anderen hindurchgeht. In dem Falle, 
wo die Schnittfigur aus einem einheitlichen Linienzuge 
besteht, spricht man davon, dafs der eine Körper aus dem 
.andern ein Stück ausschneidet; in dem anderen Falle, 
wo die Schnittfigur aus getrennten Teilen besteht, sagt man, 
der eine Körper durchdringt den anderen. 

Das Verfahren, welches zur Bestimmung der Schnitt- 
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figur führt, läfst sich wieder ganz allgemein als ein doppel- 
artiges kennzeichnen. Entweder bestimmt man in bekannter 
Weise anf den einzelnen Kanten jedes Vielflachs diejenigen 
Punkte, in denen sie die Flächen des anderen Vielflachs 
schneiden; oder man ermittelt die Geraden, in denen die 
Flächen des einen Vielflachs die Flächen des anderen Viel- 
flachs durchsetzen. 

Das erstere Verfahren stellt das „Kantenverfahren", 
das letztere das „Flächenverfahren" dar. Häufig ist, ganz 
ähnlich wie früher bei der Ermittelung der ebenen Durch- 
schnitte, eine kombinierte Methode von Nutzen. 

Beim Kantenverfahren ergeben sich die Seiten der 
Schnittfigur dadurch, dafs die in denselben Flächen beider 
Vielflache gelegenen Kantenschnittpunkte mit einander ver- 
bunden werden. 

Beim Flächenverfahren erhält man die Seiten der Schnitt- 
figur direkt als Durchschnittsgeraden je zweier Flächen ; 
man darf aber diejenigen Teile dieser Durchschnittsgeraden 
nicht berücksichtigen, welche den Erweiterungen der Be- 
grenzungsflächen der gegebenen Vielfache angehören. 

An einigen im Folgenden behandelten Beispielen sollen 
nun verschiedene Fälle von Durchdringungen und Aus- 
schneidungen wirklich ausgeführt werden. Dabei wird alle» 
Wesentliche Berücksichtigung finden. 



§ 65. Zwei Prismen mit horizontalen Seitenkanten* 

In der Fig. 198 a sind ein gerades dreiseitiges und ein 
gerades vierseitiges Prisma so angenommen, dafs ihre Seiten- 
kanten zur Ebene n x parallel sind. Der Einfachheit halber 
sind die Seitenkanten AA\ BB', CC, DD' des vierseitigen 
Prismas überdies noch senkrecht zu 77 a gewählt. Am be- 
quemsten ist in diesem Falle die Anwendung des Kanten- 
verfahrens. Jede Seitenkante des dreiseitigen Prismas trifft 
je zwei Seitenflächen des anderen Prismas. Da diese letzteren 
Flächen auf 77 2 senkrecht sind und demnach geradlinige 

zweite Projektionen A % B 2 B 9 t A 2 , 7 , besitzen, so stellt 

z. B. der Punkt g 2 ', in welchem der Aufrifs F 2 F 2 ' von FF 
die Strecke -4 a B» trifft, zugleich den Aufrifs des Schnitt- 
punktes 5 von FF* mit der Fläche AB&A' dar. Der 
zugehörige Grundrifs g/ ergiebt sich durch Hinunterloten. 
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In gleicher Weise findet man den Punkt gf, in welchem FF 
die Fläche BCC B* durchstöfst, sowie die auf den Kanten 
EE und GG' liegenden Schnittpunkte 6, ©', ©, ©'. 

Zwecks Bestimmung der Punkte % und 31', in denen 
die Seitenkante AA' des vierseitigen Prismas das dreiseitige 
Prisma durchsetzt, legt man durch A A f eine horizontale 




Fig. 198 a. 

Hilfsebene. Dieselbe schneidet das dreiseitige Prisma in 
zwei zu seinen Seitenkanten parallelen Geraden HE! und JJ% 
deren zweite Projektionen H^H^' und J^J % 9 in die durch 
A 2 zu E^EJ gezogene Parallele zusammenfallen. HH' 
liegt in der Fläche EFFE'; JJ* gehört der Fläche EG G'E' 
an. Die zugehörigen Horizontalprojektionen H x R x f und J x J t f 
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treffen A 1 A l f in %l ± und 91/, den ersten Projektionen der 
gesuchten Schnittpunkte. ?( 2 und 2t/ fallen mit A 2 zu- 
sammen. Analog ermittelt man die Projektionen der Punkte 
(5 und (£'. Die Seitenkanten BB* und BD 9 treffen daa 
dreiseitige Prisma überhaupt nicht, wie unmittelbar aus dem 
Aufrifs hervorgeht. BB' liegt völlig oberhalb, DD* da- 
gegen gänzlich unterhalb des dreiseitigen Prismas. 

Um die ermittelten Schnittpunkte richtig zu verbinden, 
wählt man einen beliebigen von ihnen, z. B. g als Aus- 
gangspunkt. Der Punkt g liegt einerseits in den Flächen 
FGG'F' und FEE F f des dreiseitigen Prismas, anderer- 
seits in der Fläche BCC B' des vierseitigen Prismas und 
kann daher nur mit solchen Punkten verbunden werden, die 
ebenfalls den genannten Flächen angehören. Es sind das 
die Punkte 6 und (£', in denen die der Fläche BCCB' 
angehörige Kante BC die soeben genannten Flächen de» 
dreiseitigen Prismas durchstöfst. Vom Punkte (£ aus ver- 
läuft der Schnitt nach dem Punkte @; denn nur dieser Punkt 
liegt mit © zugleich in den Flächen FEEF und DCCIT. 
In demselben Sinne fortschliefsend erkennt man, dafs der 
Schnitt von (g über © und ß' nach $ zurückläuft. Man 
erhält somit im Grundrifs als ersten TeU der Projektion der 
Schnittfigur den Streckenzug ^ ©j ©j © t ß t ' g, . Als zweiter Teil 
ergiebt sich ganz analog der Streckenzug g, ' 2T t (£/ 21/ ©/ $?/> 
was wohl ohne weitere Erläuterung verständlich ist. Die 
Strecken 6,^, (S^, ©,£/ sowie 21,®/, (S/21/, 21/®/ 
sind punktiert, weil die zu ihnen gehörigen Raumstrecken 
auf Seitenflächen der Prismen liegen, von denen mindestens 
eine bei der Betrachtung von obenher nicht sichtbar ist. 

Die Schnittfigur besteht im gewählten Beispiel aus zwei 
völlig getrennten Teilen, deren jeder ein räumliches Fünfeck 
ist. Denkt man sich, dafs das dreiseitige Prisma von rechts 
nach links das vierseitige Prisma durchdringt, so kann man 
den rechts liegenden und links liegenden Teil der Schnitt- 
figur als Eintritts- und Austrittsfigur von einander unter- 
scheiden. 

Hinsichtlich der Konstruktion der Punkte 21, 2P (sowie 
6, (£') ist noch eine Bemerkung am Platze. Die zu H % H 2 
und J % J % 9 gehörigen Horizontalprojektionen ergeben sich im 
Prinzip durch einfaches Hinunterloten von H 2 und «// aus. 
Indessen lassen sich hierbei oftmals die Schnittpunkte 27/ 
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und J x ' nicht leicht genau erkennen, sobald die projizierenden 
Lote den Grundrifs E x ' F t ' G t ' der Prismenbasis E F' G' 
unter kleinem spitzen Winkel schneiden. Dann empfiehlt es 
sich, zunächst die Prismenfläche E> F G' nm ihre erste Spur, 
die in diesem Falle mit der geradlinigen ersten Projektion 
E X 'F X 'G X ' von EF f G f identisch ist, in die Ebene 77, um- 
zulegen. Das geschieht einfach dadurch, dafs senkrecht zu 
EJFJGJ die Strecken E x ' E" = E ' E 2 ', F l f F , = F Q t F^ 
G x G" = G ' G 2 ' angetragen werden. Die durch die Kante 
AA' gelegte zu 77 1 parallele Ebene schneidet die Fläche 
E'FG' in der zu 77 1 parallelen Geraden H r J\ deren Um- 
legung R" J" die im Abstände A A 2 zu E'F^'G' gezogene 
Parallele ist. Die von H" und J" auf E x F t G x gefällten 
Lote haben als Fufspunkte gerade die Punkte H ± f und G x 
und bestimmen somit diese Punkte durch einen rechtwink- 
ligen Schnitt. 




Fig. 198b. 



Fig. 198 b zeigt in schiefer Parallelprojektion die beiden 
Teile des dreiseitigen Prismas, welche ausserhalb des vier- 
seitigen Prismas liegen. 



§ 66. Zwei Prismen mit horizontalen Seitenkanten 

in allgemeinerer Lage. 

Für zwei schiefe Prismen, deren Seitenkanten sämt- 
lich horizontal verlaufen, ohne auf 77, senkrecht zu stehen, 
und deren Endflächen senkrecht zu Z^ gewählt sind, ist der 
Durchschnitt in Fig. 199 a (f. S.) konstruiert. Unter Anwendung 
des Kantenverfahrens wird festgestellt, in welchen Punkten 
jede Kante des einen Prismas die Flächen des anderen 
Prismas durchsetzt. Zunächst ist ersichtlich, dafs die unterste 
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Kante AA' des dreiseitigen Prismas ganz aufserhalb des 
vierseitigen Prismas und dafs die oberste Kante FF des 
vierseitigen Prismas ganz aufserhalb des dreiseitigen Prismas 
liegt Im Übrigen ergeben sich die gesuchten Kanten- 
schnittpunkte wieder durch Benutzung horizontaler Hilfe- 
ebenen. Die z. B. durch BB' gelegte horizontale Hilfsebene 
schneidet das vierseitige Prisma in zwei zu seinen Kanten, 




Fig. 199 a. 

parallelen Geraden JJ' und KK', deren Vertikalprojektionen 
J 9 J 9 ' und K 2 K 2 ' ebenfalls in die Gerade B^B^ 9 fallen. 
Die zugehörigen Horizontalprojektionen J x J x ' und K x K^ 
ergeben sich durch Hinunterloten und schneiden B 1 B 1 9 in 
in den Punkten 3^ und 33/, deren zugehörige Vertikal- 
projektionen 83 2 und 3V sind. Auf gleiche Weise ergeben 
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«ich die übrigen Kantenschnittpunkte. Die richtige Ver- 
bindung aller Eantenschnittpnnkte ist gegeben durch den einen 
in sich geschlossenen Streckenzug »(SS §6'©»' ©'§'©'». 
Man hat bei der Herstellung dieser Verbindungsfolge sich 
wiederum von dem Grundsatze leiten zu lassen, dafs immer 
nur zwei in denselben Flächen beider Vielflache gelegene 
Punkte verbunden werden dürfen. Nur dann kann der her- 
zustellende Streckenzug von einer Fläche eines Vielflachs auf 
eine benachbarte Fläche desselben Vielflachs übergehen, wenn 
die den beiden Flächen gemeinsame Kante überschritten wird. 
Da im vorliegenden Beispiel die Schnittfigur ein einziges 
räumliches Vieleck ist, so haben wir es mit einer „Aus- 
schneidung" zu thun. 




Fig. 199 b. 



Der gröfseren Deutlichkeit halber ist in Fig. 199b das 
dreiseitige Prisma in schiefer Parallelprojektion dargestellt, 
soweit es aufserhalb des vierseitigen Prismas liegt. Man 
bekommt hierdurch ein klares räumliches Bild der vor- 
liegenden Ausschneidung. 



§ 67. Ein horizontales und ein vertikales Prisma. 

Ein anderer häufig vorkommender Fall ist derjenige, 
wo das eine Prisma horizontale, das andere dagegen 
vertikale Seitenkanten hat. Eine derartige Anordnung 

Schröder, Darstellende Geometrie. 15 
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liegt in Fig. 200 vor. Das horizontal liegende vierseitige 
Prisma ist ein schiefes mit vertikalen Endflächen; das vertikal 
stehende fünfseitige Prisma ist ein gerades. Die Horizontal- 
projektionen der Kanten des vierseitigen Prismas schneiden 
die geradlinigen Horizontalprojektionen der Seitenflächen de» 
f ttnfseitigen Prismas in Punkten, welche zugleich die ersten 




Fig. 200. 

Projektionen derjenigen Pnnkte sind, in denen die Seiten- 
kanten des schiefen Prismas die Seitenflächen des geraden 
Prismas durchstofsen. Die zugehörigen zweiten Projektionen 
jener Durchstofspunkte liegen senkrecht über den Horizontal- 
projektionen auf den zweiten Projektionen der entsprechenden 
Seitenkanten des schiefen Prismas. Auf diese Weise be- 
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stimmen sich die Projektionen der Punkte g, $ r , ©, ©', % S'. 
Die Kante H H' liefert keine Durchstofspunkte, da sie, wie 
der Grundrifs erkennen läfst, ganz anfserhalb des anderen 
Prismas liegt. 

Behufs Ermittlung der Punkte, in denen die vertikalen 
Seitenkanten des fünfseitigen Prismas die Seitenflächen des 
vierseitigen durchsetzen, empfiehlt sich die Anwendung von 
vertikalen Hilfsebenen, die man durch die einzelnen Seiten- 
kanten des geraden Prismas parallel zu den Seitenkanten 
des anderen Prismas legt. Jede solche Ebene schneidet das 
vierseitige Prisma im Allgemeinen in zwei zu seinen Seiten- 
kanten parallelen Geraden, deren Horizontalprojektionen zu- 
sammenfallen und durch die erste Projektion der betr. Kante 
des geraden Prismas gehen. In Fig. 200 ist die Konstruktion 
durchgeführt für die Kante EE t . Die Horizontalprojektionen 
der beiden Schnittgeraden fallen zusammen in die zu F t F x ' 
parallele Gerade K ± K x ' (=L 1 i x '). Die zugehörigen zweiten 
Projektionen K 2 K 2 ' und L Ü L 2 ', die ebenso wie F 2 F 2 ' 
parallel zu OX sind, treffen E 2 E 2 in den Punkten (£ 2 und 
@ 2 ', deren Grundrisse @ x und ® ± ' mit E ± zusammenfallen. 
Der Schnittpunkt 6 liegt in der unteren Fläche HJJ' H\ der 
Punkt @' dagegen in der oberen Fläche FG G' F 9 des vier- 
seitigen Prismas. Analog bestimmt man die Projektionen 
der Schnittpunkte 6, S' und 2), $)', die auf den Kanten 
CO und DD' liegen. Die Kante BB' hat nur einen 
Punkt mit dem horizontalen Prisma gemeinsam. Sie streift, 
wie aus dem Grundrifs hervorgeht, die Kante FF' im 
Punkte gf, dessen Grundrifs mit B x zusammenfällt. Da die 
Kante AA' keinen Punkt mit dem horizontalen Prisma 
gemein hat, so kann es sich auch hier wieder nur um eine 
sog. „Ausschneidung" handeln, was sich bei richtiger Ver- 
bindung der Schnittpunkte bestätigt. Die Schnittlinie be- 
steht aus dem einen in sich geschlossenen räumlichen 
Streckenzuge (£' % 3 6 3) @ 3' %' @' ®' $' ® (£'. 



§ 68. Zwei Prismen in beliebiger Lage. 

Die allgemeinste Aufgabe bezüglich zweier Prismen 
bezieht sich auf die Darstellung der Schnittlinie 
zweier beliebigen schiefen Prismen. 

15* 
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Wir wählen in Fig. 201 zunächst die Anordnung so, 
dafs beide Prismen mit ihren Grundflächen auf der 
Horizontalebene n x ruhen. Das eine dreiseitige hat die 
Grundfläche A 1 B 1 C 1J das andere vierseitige die Grund- 
fläche D t E x F t G v Man kann auch in diesem Falle die 
Lösung der Aufgabe durch Anwendung von vertikalen durch 



So O 




Fig. 201. 

die einzelnen Seitenkanten gehenden Hilfsebenen erzielen. 
Indessen soll im Folgenden ein anderes Verfahren gezeigt 
werden, bei welchem die benutzten Hilfsebenen zu 
den Seitenkanten beider Prismen parallel sind. 

Zieht man nämlich durch irg'end einen Punkt U der 
Seitenkante AA f des dreiseitigen Prismas die Parallele g 
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zu den Seitenkanten des anderen Prismas, so ist die durch 
AA' und g gelegte Ebene ö zu den Seitenkanten beider 
Prismen parallel. In Fig. 201 ist die Gerade g so gelegt, 
dafs ihre zweite Projektion g 2 mit derjenigen der Kante 
FF' zusammenfällt. Die erste Spur s 1 der durch AA' und 
g bestimmten Ebene ist die Verbindungslinie der ersten 
Spuren A x und S' von AA' und g. Verschiebt man die 
Ebene ö parallel zu ihrer ursprünglichen Stellung, so 
schneidet sie, sobald sie nicht durch eine Seitenkante des 
einen oder anderen Prismas geht und sofern überhaupt noch 
ein Schnitt möglich ist, jedes der beiden Prismen in je 
zwei zu seinen Seitenkanten parallelen Geraden. So oft 
die parallel mit sich verschobene Ebene d durch eine 
Seitenkante eines der Prismen geht, wird dieses letztere in 
noch einer weiteren im Allgemeinen nicht mit einer Kante 
identischen Geraden, das andere Prisma wie vorher in zwei 
Geraden geschnitten. Im letzteren Falle wird dann die 
Kante des einen Prismas, durch welche die zu d parallele 
Ebene d' geht, von den beiden auf dem anderen Prisma 
und zugleich in ö' liegenden Geraden in zwei Punkten ge- 
schnitten, die demnach zugleich auf beiden Prismen liegen. 

Hiernach ist die praktische Bestimmung des Durch- 
schnitts beider Prismen äufserst einfach. Man zieht z. B. 
durch die Ecke B ± der Basis des dreiseitigen Prismas die 
Parallele t x zur Spur s ± der Hilfsebene (J, welche die Grund- 
fläche des vierseitigen Prismas in i t und M 1 schneidet. 
Dann zeichnet man durch L x und M x die Parallelen L^L^ 
und M 1 M x ' zu D x 2?/, welche B x B x ' in SB X und SB/ schneiden. 
Zusammen mit ihren senkrecht darüber auf B 2 B % ' gelegenen 
zweiten Projektionen S8 2 und SB/ bestimmen S ± und SB/ 
die beiden Punkte SB und SB', in denen die Kante BB' das 
vierseitige Prisma durchstöfst. Der Punkt SB liegt auf der 
unteren Fläche GDD'G\ der Punkt* SB' dagegen auf der 
oberen Fläche EFF'E'. 

Ganz ebenso findet man die Schnittpunkte (£ und (&' 
der Kante CO mit dem vierseitigen Prisma. Die Kante AA' 
hat keine Punkte mit dem vierseitigen Prisma gemeinsam, 
was daraus hervorgeht, dafs die durch A x gehende Spur s x 
von 6 die Grundfläche des vierseitigen Prismas nicht schneidet. 

In der Fig. 201 ist ferner noch die Parallele £/ durch 
E x zu s ± gezogen, welche die Basis des dreiseitigen Prismas 
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in J ± und K x trifft. Die durch J y und K x zu A t A ± ' ge- 
zogenen Parallelen J t J t ' und B^KJ treffen E 1 E 1 t in (£ x 
und S/, den Horizontalprojektionen der Punkte (£ und @', 
in denen EE f das dreiseitige Prisma durchsetzt. Je zwei 
solcher Durchstofspunkte besitzen aufserdem noch die Kanten 




Fi;. 202. 



DD 1 und FF', während die Kante G G' das dreiseitige 
Prisma nicht durchschneidet. 

Die richtige Verbindung der im gewählten Beispiele 
vorhandenen 10 Schnittpunkte ist gegeben durch den 
Streckenzug S' g' »' ©' © ' » 6 © <E g 6'. 
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Haben die beiden Prismen ganz beliebige Lagen 
im Raum, ohne dafs ihre Grundflächen in IJ 1 liegen , so 
ermittelt man die einzelnen Kantenschnittpunkte auf Grund 
<ies im § 62 angegebenen Verfahrens. In der Fig. 202 
handelt es sich beispielsweise um die Darstellung des 
Durchschnittes zweier beliebigen dreiseitigen Prismen, deren 
Grundflächen ABC und EFG sind. Die durch die Kante 
FF* senkrecht zu 7^ gelegte Ebene schneidet das andere 
Prisma in dem Viereck MNPQ, dessen Eckpunkte auf den 
Kanten BB\ B' A\ A' C und CO Hegen. Der Umfang 
dieses Vierecks wird von FF' in den Punkten $f und %' 
getroffen, die somit auf beiden Prismen zugleich liegen. In 
ganz entsprechender Weise werden die auf den Seiten- 
kanten CO und AA' des anderen Prismas gelegenen 
Schnittpunkte 6, 6' und 2t bestimmt. Die Kante AA 9 
durchsetzt das andere Prisma nur in dem einen Punkte 91, 
da ihr Endpunkt A! innerhalb dieses Prismas liegt. Zu 
den genannten Schnittpunkten kommen im vorliegenden 
Beispiel noch die beiden Punkte 3 und Q hinzu, in denen 
die Kanten A f B' und A! O das Prisma mit der Grund- 
fläche EFG durchschneiden. Der eine dieser Schnittpunkte, 
3, ist in der Zeichnung vermittelst der durch A! B' senk- 
recht zu n t gelegten Ebene konstruiert, welche das Prisma 
mit der Basis EFG in dem Dreieck RST schneidet. Die 
ganze Schnittfigur ist gegeben durch den einen in sich ge- 
schlossenen Streckenzug 6 gf 6' §83' 51®- 

Schliefslich ist noch in Fig. 203 ein hierher gehöriger 
Spezialfall behandelt. Sind nämlich die beiden schiefen 
Prismen so gewählt, dafs die sämtlichen Seitenkanten in 
zu OX senkrechten Ebenen liegen, so stehen die 
ersten und zweiten Projektionen sämtlicher Seitenkanten 
auf der Achse OX senkrecht, und das bisherige zur Er- 
mittelung der gegenseitigen Schnittpunkte benutzte Verfahren 
versagt. In diesem Falle bedient man sich deswegen des 
Kreuzrisses, indem man eine dritte zu den beiden zunächst 
angenommenen Projektionsebenen senkrechte Ebene II S 
einführt. In Fig. 203 ist der Darstellung zu Grunde gelegt 
ein vierseitiges schiefes Prisma, welches mit seiner Grund- 
fläche A t B x C ± D ± auf n t steht, und ein dreiseitiges schiefes 
Prisma, dessen eine Basisecke G in n i liegt, während die 
andere Endfläche der Ebene 77 2 angehört. Nachdem in 
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bekannter Weise die dritten Projektionen beider Prismen 
hergestellt sind, legt man durch die einzelnen Seitenkanten 
zu 77 3 parallele Hilfsebenen. Eine solche z. B. durch EE r 
gelegte Ebene schneidet das vierseitige Prisma in zwei zu 
seinen Seitenkanten parallelen Geraden HH' und JJ\ deren 
dritte Projektionen H s H 3 ' und J :i J Q ' den Seitenrifs E 3 E^' 
von EE in den Punkten S 8 ' und © 8 schneiden. Diese 
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Fig. 203. 

Schnittpunkte sind die dritten Projektionen der Durcbstofs- 
punkte der Kante EE'X*. Der Punkt @' liegt auf der oberen 
Fläche ABB' A!, der Punkt (£ auf der unteren ADD'A'. 
Die durch die Kante BB' des vierseitigen Prismas senk- 
recht zu OX gelegte Ebene schneidet das dreiseitige Prisma 
in den beiden zu seinen Kanten parallelen Geraden KK' 
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und L L\ Die dritten Projektionen if 3 ÜT 8 ' und Z 3 Z 8 ' 
dieser beiden Geraden liefern zusammen mit B S B S ' die 
Seitenprojektionen 93' und 95 der Durchstofspunkte von BB'. 
Völlig aufserhalb des einen oder anderen Prismas liegen die 
Kanten AA' und GG'. Aus den Seitenprojektionen der 
verschiedenen Durchstofspunkte ergeben sich durch Zurück- 
projizieren unmittelbar die zugehörigen Horizontal- und 
Vertikalprojektionen. Die gesamte Schnittlinie beider Prismen 
ist der Streckenzug (5' £' $ (S 2) g 93 @' 93' $' ©'. 



§ 69. Prisma und Pyramide. 

Um zu einigen anderen Beispielen für Durchschnitte 
von Vielflachen überzugehen, wollen wir in erster Linie die 
Schnittlinie eines auf II X stehenden schiefen dreiseitigen 
Prismas und einer ebenfalls auf n x ruhenden beliebigen 
vierseitigen Pyramide betrachten. Die Pyramide hat 
(Fig. 204 a) die Grundfläche A 1 B 1 C 1 D 11 das Prisma die 
Basis f\ G x H v Abgesehen von anderen Verfahrungsweisen 
ist hierbei die folgende Methode zweckmäfsig: Zieht man 
durch die Spitze E der Pyramide die Parallele g zu den 
Seitenkanten des Prismas, so ist g auch zu allen Seiten- 
flächen des Prismas parallel. Jede durch g und eine Seiten- 
kante der Pyramide gelegte Hilfsebene mufs daher, sofern 
überhaupt noch ein Schnitt stattfindet, das Prisma im All- 
gemeinen in zwei zu seinen Seitenkanten parallelen Geraden 
schneiden, die ihrerseits die in der genannten Hilfsebene 
gelegene Pyramidenkante in zwei Punkten schneiden. 
Andererseits mufs jede durch g und eine Prismenkante ge- 
legte Hilfsebene unter Voraussetzung der Möglichkeit eines 
Schnittes die Pyramide im Allgemeinen in zwei durch ihre 
Spitze gehenden Geraden schneiden, welche dann die be- 
treifende Prismenkante in zwei Punkten treffen. 

Hierauf beruht die in Fig. 204 a durchgeführte Kon- 
struktion. 

Die durch die Gerade g und die Pyramidenkante EA 
gelegte Ebene hat zur ersten Spur s x die Verbindungsgerade 
S' A t der ersten Spuren £' und A. von g und EA. Die 
Spur s t schneidet die Prismengrunafläche in den Punkten 
J x und K v Die durch J x und K x zu F 1 F 1 r gezogenen 
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Parallelen J X J± und K x K x f schneiden A 1 E 1 in den 
Punkten Sl x und 9t/, den Horizontalprojektionen der Durch- 
stofspunkte von AE. In derselben Weise findet man auf 
D 1 E 1 die Punkte S^ und S)/ bei Benutzung der Ebenen- 
spur S' D v Die Pyramidenkanten EB und EC treffen das 
Prisma nicht, weil die bei ihnen zu verwendenden Ebenen- 




Fig. 204 a. 



spuren S r B t und S' C x die Prismengrundfläche überhaupt 
nicht schneiden. 

Die erste Spur t x der durch g und die Prismen- 
kante HE 9 gelegten Ebene schneidet die Pyramidengrund- 
fläche in den Punkten L x und M x . Die Verbindungslinien 
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L x E t und M x E t treffen H x H^ in §, und §/, den ersten 
Projektionen der auf der Kante HH' gelegenen Durch- 
schnittspunkte. Die beiden anderen Prismenkanten FF' 
nnd G G f besitzen keine Schnittpunkte mit der Pyramide, 
iveil die bei ihnen in Betracht kommenden Ebenenspuren 
S' F ± und S f G t die Pyramidengrundfläche nicht mehr treffen. 
Durch richtige Verbindung der ermittelten Schnittpunkte 
-ergiebt sich die Schnittlinie «$«'©'$'©«. Sowohl der 
-Grundrifs wie der Aufrifs dieses Streckenzuges mufste völlig 
punktiert gezeichnet werden, da der ganze Schnitt bei der 




Fig. 204 b. 

getroffenen Anordnung der beiden Vielflache weder von vorn 
her noch von oben her sichtbar ist; denn jeder einzelne 
Teil des genannten Streckenzuges liegt auf einer unteren 
Prismenfläche oder unteren Pyramidenfläche bezw. auf einer 
4er hinteren Prismenflächen. 

Zur Vermittlung der klaren, räumlichen Anschauung 
ist noch in Fig. 204b die Pyramide unter Fortlassung des 
von dem Prisma aus ihr ausgeschnittenen Teiles in schiefer 
Parallelprojektion abgebildet. 
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§ 70. Zwei Pyramiden in beliebiger Lage. 

Wie beim Prisma im § 68 wollen wir zunächst an- 
nehmen, dafs die beiden übrigens beliebig gewählten 
Pyramiden mit ihren Grundflächen A t B l C X D X und F x G 1 H l J 1 
auf der Horizontalebene n x ruhen (Fig. 205). Die Dar- 
stellung des gemeinsamen Durchschnitts läfst sich dann 
leicht mittels solcher Hilfsebenen gewinnen, die durch die 




Verbindungslinie g der Spitzen E und K beider Pyramiden 
gelegt werden. Denn jede durch g und irgend eine Seiten- 
kante der einen Pyramide gelegte Ebene mufs, die Möglich- 
keit eines Schnittes vorausgesetzt, die andere Pyramide im 
Allgemeinen in zwei durch ihre Spitzen gehenden Geraden 
schneiden, deren Schnittpunkte mit der betreffenden Pyramiden- 
kante die auf dieser gelegenen Durchstofspunkte sind. 
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In Fig. 205 ist erstens die Ebene durch g und die 
Kante EC gelegt; die erste Spur s x ist die Verbindungs- 
linie der ersten Spuren C ± und S' von EC und g und 
schneidet die Grundfläche der anderen Pyramide in N x 
und P x . Man erhält mithin auf dieser Pyramide die zwei 
Schnittgeraden, deren erste Projektionen N x K \ und P X K X 
sind. A 7 ^ schneidet E 1 C 1 in ©,; K 1 P 1 würde E X C A 
erst in der Verlängerung über C x hinaus schneiden und 
bestimmt daher keinen noch auf den gegebenen Pyramiden 
liegenden Punkt. (^ ist die Horizontalprojektion des 
Punktes ©, in welchem die Kante EC die andere Pyramide 
trifft. Dafs auf -EC nur ein einziger Schnittpunkt vorhanden 
ist, beruht auf dem Umstände, dafs die Basisecke C der 
einen Pyramide innerhalb des Umfanges der Grundfläche 
der anderen Pyramide liegt. Die anderen Kanten EA 7 EB, 
ED enthalten keine Schnittpunkte, da die ersten Spuren 
S'A 17 S'B XJ S'D X der anzuwendenden Hülfsebenen die 
Grundfläche der zweiten Pyramide nicht mehr treffen. 

Bei der letzteren Pyramide dagegen liegen auf allen 
vier Seitenkanten je zwei Durchstofspunkte, da erstens die 
sämtlichen zu verwendenden ersten Spuren die Grundfläche 
A 1 B 1 C 1 D 1 schneiden, und zweitens keiner der Eckpunkte 
von F x G x H x J x innerhalb des Umfanges von A x B x C t 1)^ 
liegt. Angegeben ist die Konstruktion für die Kante KF. 

Zu den auf den Seitenkanten gelegenen Schnitt- 
punkten kommen noch die den beiden Grundflächen gemein- 
samen Kantenschnittpunkte 2 X und < $Jl x hinzu. Von den sämt- 
lichen Schnittpunkten liegen die oberen Durchstofspunkte 
g', ©', §', 3' der Kanten KF, KG,KH und K J alle in der 
Seitenfläche EAD der anderen Pyramide. Hieraus ergiebt 
sich, dafs die Schnittfigur in zwei getrennte Teile zerfällt, 
deren einer Qf'©'§'!3'g f ein geschlossenes ebenes Vieleck 
ist, während der andere Teil gS®§323K8f ein räumlicher 
Streckenzug ist. 

Haben die Pyramiden eine ganz beliebige Lage im 
Baum, so schliefst sich wieder die Methode der Schnitt- 
bestimmung am besten an § 62 an. In Fig. 206 sind zwei 
ganz beliebige Vierflache (also dreiseitige Pyramiden) ge- 
geben. Bei dem einen wollen wir ABC, bei dem anderen 
EFG als Grundfläche ansehen. Durch jede Kante der einen 
Pyramide wird eine zu einer der Projektionsebenen senk- 
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rechte Ebene gelegt, und alsdann die Schnittfigur dieser 
Ebene auf der anderen Pyramide bestimmt. In der Fig. 206- 
ist es ausgeführt für AB mit Httlfe einer auf n ± senk- 
rechten Ebene, fttr HG vermittelst einer auf 77 2 senkrechten 




Ebene, was ohne weitere Beschreibung verständlich sein 
dürfte. So ergeben sich im gewählten Beispiele 12 Kanten- 
schnittpunkte, die in richtiger Folge durch den Streckenzug 
®'S2t®@'2rg'S3'gg@e'©' zu verbinden sind. 



§ 71. Einige weitere Beispiele. 

Zum Abschlufs der Betrachtungen über Durchsetzungen 
ebenflächig begrenzter Gebilde seien noch zwei Beispiele 
ausgeführt, bei welchen nicht, wie es bisher aus Gründen 
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der Einfachheit geschah, nur Prismen und Pyramiden mit 
einander kombiniert sind. 

In Fig. 207 handelt es sich um die Durchdringung 
eines beliebig gelegenen dreiseitigen Prismas und eines auf 
II 1 stehenden Prismatoids, dessen beide Endflächen Drei- 
ecke sind. Zwecks Bestimmung der Schnittfigur wird 
auch wieder durch jede Kante des einen Gebildes je eine 



Fg E$ 



X Ji 




Fig. 207. 

zu 1\ oder IJ 2 senkrechte Hülfsebene gelegt, die dann 
das andere Gebilde in einem leicht bestimmbaren ebenen 
Vieleck schneidet. Die Punkte, in denen der Umfang dieses 
Vielecks von der benutzten Kante geschnitten wird, sind 
Punkte des gemeinsamen Schnittes. Die hier bezeichneten 
Hülfskonstruktionen sind in Fig. 207 fortgelassen; es sind 
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dort nur die Durchstofspunkte der Kanten angegeben. Der 
Schnitt zerfällt in zwei getrennte räumliche Vielecke, nämlich 

in §®3««'®3f$ und <p'@3'®W- 

Nach demselben Verfahren ist in Fig. 208 der Durch- 
schnitt eines Vierflachs und eines zweischneidigen Sphenisken 
bestimmt. Das Vierflach ist in beliebiger Lage angenommen; 




Fig. 208. 

der Sphenisk, dessen obere Schneiden HJ und HK sind, 
ruht mit der Ecke E der Grundfläche auf der Horizontal- 
ebene 7^ und hat längs der Kante HK einen einspringen- 
den Winkel. Die Schnittfigur ist bei der gewählten Lage 
der beiden Gebilde durch den in sich geschlossenen Strecken- 
zug 6®Ä , ®'§®"S®g , ® , "ge'© , 3 f § , Ä'6 gebildet. Be- 
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•merkenswert ist, dafs die Kante BD des Vierflachs vier 
Flächen des Sphenisken durchsetzt, nämlich erstens EFK 
in 2), zweitens EKH in SD', drittens EHJ in $)" und 
endlich GFH in 2)'". 



§ 72. Übungsaufgaben, 

Bei den im Folgenden aufgeführten Aufgaben ist davon 
abgesehen, im Einzelnen genau die Lage der betreffenden 
•öebilde zu den Projektionsebenen anzugeben; es ist aber 
dem Anfanger stets zu empfehlen, jede einzelne Aufgabe 
für verschiedenartig gewählte Lagen der betreffenden Viel- 
fache durchzuführen. 

Es sollen zum Durchschnitt gebracht werden: 

1. Ein regelmäfsiges Vierflach und ein Würfel. 

2. Ein regelmäfsiges Vierflach und ein regelmäfsiges 
Achtflach. 

3. Ein Achtflach und ein Zwölfflach. 

4. Ein regelmäfsiges Zwölfflach und ein gerades sechs- 
seitiges Prisma. 

5. Eine regelmäfsige sechsseitige Pyramide mit einem 
fünfseitigen Obelisken. 

6. Ein Prismatoid, dessen eine Endfläche ein Viereck 
und dessen andere Endfläche ein Dreieck ist, mit 
einem vierseitigen Obelisken. 

7. Ein einschneidiger Sphenisk mit dreieckiger Grund- 
fläche und ein regelmäfsiges sechsseitiges Prisma. 

8. Ein einschneidiger Sphenisk mit viereckiger Grund- 
fläche und ein zweischneidiger Sphenisk mit drei- 
eckiger Grundfläche. 

9. Ein regelmäfsiges Zwölfflach und ein regelmäfsiges 
Zwanzigflach. 

10. Ein regelmäfsiges Zwanzigflach und 6in mit zwei 
fünfeckigen Endflächen versehenes Prismatoid. 
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VIL Abschnitt. 

Die Darstellung der Kegelschnitte* 



§ 73. Die gerade Parallelprojektion des Kreises. 

Um bei der Behandlung von krummflächig begrenzte» 
Gebilden mit den wichtigsten Eigenschaften der Kegel- 
schnitte vertraut zu sein, wollen wir in diesem Abschnitte 
einige wichtige Konstruktionen, die sich auf ihre Erzeugung 
und die Zeichnung von Tangenten beziehen, zusammen- 
stellen. Auf ausführliche Ableitungen und Beweise soll 
dabei schon der Baumersparnis halber nicht eingegangen^ 
werden; vielmehr müssen die Begründungen für die Sätze, 
auf denen die zeichnerischen Darstellungen beruhen, fast 
immer als bekannt vorausgesetzt werden. 

Wird ein in der Horizontalebene n t gelegener 
Kreis vom Badius AM (Fig. 209) um die erste Spur s ± 
einer zu n 9 senkrechten und gegen 77 1 unter dem Winkel a 
geneigten Ebene 9t D@ gedreht, bis er in die letztere fällt,, 
so ist der Aufrifs des Kreises in der neuen Lage gegeben 
durch die in die zweite Spur ** 2 der Ebene fallende- 
Strecke B i , A 2 ' = B i Ä 9 . Irgend ein Punkt der zugehörigen 
ersten Projektion kann dadurch bestimmt werden, dafs man. 
durch einen Punkt, z. B. 2?,' des Aufrisses das Lot zur 
OX- Achse zieht und dieses mit der durch den entsprechen- 
den Punkt D x des Kreises zu OX gezogenen Parallelen im 
Punkte 7?/ schneidet. Die so entstehende Kurve, welche 
den Grundrifs des gegen U 1 geneigten Kreises darstellt,, 
ist eine Ellipse, deren grofse Halbachse M X 9 D^ gleich 
dem Badius des Kreises ist, während die kleine Halbachse 
M X 'B^ gleich der Horizontalprojektion des unter dem Winkel et 
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gegen 77 1 geneigten Kreisradius ist. Der Abstand irgend 
eines Elüpsenpunktes von der zu OX parallelen kleinen 
Achse ist gleich dem Abstand des entsprechenden Ereis- 
punktes von dem zu. OX parallelen Durchmesser des Kreises. 
Der Abstand irgend eines Ellipsenpunktes von der zu OX 
senkrechten grofsen Achse ist dagegen in demselben Mafse 




Fig. 209. 

kleiner als der Abstand des entsprechenden Kreispunktes 
von dem zu OX senkrechten Kreisdurchmesser, wie die 
kleine Halbachse sich zum Kreisradius oder zur grofsen 
Halbachse der Ellipse verhält. 

Dem Tangentenquadrat E 1 F 1 G 1 JS V dessen Seiten den 
Kreis in den Endpunkten der zu OX parallelen und senk- 

16* 
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rechten Durchmesser berühren, entspricht bei der Ellipse 
das Tangentenrechteck E x F x 6? 1 r J3 r 1 % dessen zu den Ellipsen- 
achsen parallele Seitenpaare die Kurve in den Endpunkten 
der grofsen und kleinen Achse berühren. Irgend einem 
anderen Tangentenquadrat des Kreises, z. B. P x Q x R ± S x , 
entspricht bei der Ellipse ein nicht rechtwinkliges Tangenten- 
parallelogramm, nämlich P x Q x R x S x . Die Berührungs- 
punkte der Parallelogrammseiten sind die Endpunkte der- 
jenigen Ellipsendurchmesser L x ' N x ' und «7/ÜT/, welche die 
Projektionen der beiden zu den Seiten des Tangenten- 
quadrats P 1 Q 1 R 1 S 1 parallelen und daher zu einander senk- 
rechten Kreisdurchmesser L X N X undJ^ü^ sind. Jedes Paar 
von Ellipsendurchmessern, welches einem Paar von auf- 
einander senkrechten Kreisdurchmessern entspricht, ist ein 
Paar „konjugierter Durchmesser". Genau so wie im 
Kreise der Durchmesser L x N x die zum Durchmesser J x Ü4 
parallelen Sehnen, z. B. T x i\ halbiert, wird bei der Ellipse 
jede zum Durchmesser J x K x parallele Sehne, z. B. T x U xy 
von dem konjugierten Durchmesser L t ' N x halbiert Die 
Tangenten in den Endpunkten irgend eines Ellipsendurch- 
messers sind parallel dem konjugierten Durchmesser. 

Der in der Ebene JI ± gelegene Kreis und die ihm ent- 
sprechende Ellipse sind affine Gebilde, deren Affinitäts- 
achse die erste Spur s x der Ebene 3t D@ ist. Die Ver- 
bindungslinie zweier Punkte der Ellipsenebene trifft die Ver- 
bindungsgerade der entsprechenden Punkte der Kreisebene 
in einem Punkt der Affinitätsachse. So schneiden sich 
M x W x und M x ' W x ' in 28, ferner T x U x und T x > ü x in U, 
P x Q x und P x Q x in D, u. s. w. 

Diese letztere Eigenschaft läfst sich oft in vorteilhafter 
Weise bei Konstruktion der Ellipse verwerten, wenn man 
die Lage eines Punktes der Ellipse, z. B. des Mittelpunktes 
kennt. Man zieht den Kreisdurchmesser J X K XJ der s ± in 
Ä trifft; dann erhält man in StM^ den entsprechenden 
Ellipsendurchmesser, welchen die durch K x und J x zu OX 
gezogenen Parallelen in den Ellipsenpunkten K x und J x 
schneiden. Weitere Ellipsenpunkte lassen sich in beliebiger 
Zahl vermittelst hinreichend vieler zu J x K x bezw. J x K x 
gezogener Parallelstrahlen bestimmen. 

Zeichnet man mit dem Radius M x D x um B x oder A t ' 
den Kreis, so wird die grofse Achse in zwei merkwürdigen 
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Punkten, den sog. Brennpunkten £$•' und g" geschnitten. 
Jeder Ellipsenpunkt hat die Eigenschaft, dafs die Summe 
seiner Abstände von den beiden Brennpunkten 
konstant, und zwar gleich der grofsen Achse der 
Ellipse ist. 



§ 74. Konstraktion der Ellipse aus den Hauptachsen. 
Die zugehörigen Tangentenkonstruktionen. 

Eine Ellipse soll aus den beiden Hauptachsen 
konstruiert werden. 

Es sei (Fig. 210) MA 1 = a die grofse und MB X = b 
die kleine Halbachse. Fafst man die zu konstruierende 




Fig. 210. 

Ellipse als gerade Parallelprojektion eines Kreises auf, dessen 
Radius gleich der grofsen Halbachse der Ellipse ist, so 
müssen die einzelnen Ellipsenpunkte dadurch resultieren, 
dafs man die senkrechten Abstände der Punkte des ge- 
nannten Kreises von einem seiner Durchmesser im Ver- 
hältnis b : a verkürzt (vgl. § 73). Zu dem Zweck werden 
um M die Kreise mit den Radien MA 1 und MB 1 ge- 
zeichnet; zieht man dann irgend einen Radius MO des 
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äufseren Kreises, so wird derselbe im Punkte C" durch 
den inneren Kreis im Verhältnis M C" : MC = 6 : a geteilt; 
mithin teilt auch die durch C" zu A 1 A i gezogene Parallele 
das Lot C'C im Verhältnisse C C: C C' = b:a, so dafs 
C ein Punkt der Ellipse ist. 

Der über der grofsen Achse A 1 A % als Durchmesser 
gezeichnete Kreis heifst der „Hauptkreis" der Ellipse. 

Die Fig. 210 läfst sich auch in der Art auffassen, dafs 
der Hauptkreis der Ellipse zunächst zur Hälfte oberhalb 
und zur Hälfte unterhalb der Ellipsenebene liegt, die letztere 
in der grofsen Achse A 1 A % durchsetzt und schliefslich um 
die grofse Achse in die Ellipsenebene hineingedreht ist. 
Dann würden C'C, G'G } H'H die Endlagen der allerdings 
verkürzten Lote sein, welche die Punkte C", (?', ET der 
Kreisperipherie auf die Ellipsenebene projizieren. 

Kreis und Ellipse stehen auch in der vorliegenden Dar- 
stellung wieder im Verhältnis der affinen Verwandtschaft 
zu einander; die Affinitätsachse ist in diesem Falle die als 
Schnittgerade der Kreis- und Ellipsenebene figurierende 
grofse Achse A t A 9 . 

Hierauf gründen sich die folgenden beiden Tangenten- 
konstruktionen. 

1. Es ist die Tangente in einem gegebenen 
Ellipsenpunkte D zu konstruieren. 

Das durch D zur grofsen Achse gezogene Lot trifft 
den Hauptkreis in U (Fig. 210). Die durch U an den 
Kreis gelegte Tangente schneidet A ± A 9 in E. Die Gerade 
ED ist die verlangte Tangente. 

2. Von einem gegebenen Punkte P aufserhalb 
der Ellipse sollen die Tangenten an die Ellipse 
gezogen werden. 

Dem Punkt P der Ellipsenebene entspricht ein Punkt F 
der Kreisebene (Fig. 211), dessen Abstand P f P von A.A % 
zu PP im Verhältnisse a : b steht. Die Gerade Pß x 
schneidet A^A^ in C. Verbindet man C mit dem B. ent- 
sprechenden Punkte B ± ' } so schneidet C-B/, wie leicht er- 
sichtlich ist, die Verlängerung von P P über P hinaus in 
dem P entsprechenden Punkte P\ Die von P aus an den 
Kreis gehenden Tangenten sind PD^ und PD 2 '. Die 
entsprechenden Ellipsentangenten PD ± und PD 9 erhält 
man dadurch, dafs man entweder durch die von /?/ und 
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£? 9 ' zur grofsen Achse gezogenen Lote die Berührungs- 
punkte D x und Z? a auf der Ellipse bestimmt oder, wie es 
-ebenfalls in Fig. 211 für eine der Tangenten ausgeführt ist, 




Fig. 211. 



dadurch, dafs der Schnittpunkt der Kreistangente und der 
.grofsen Achse mit dem gegebenen Punkte P verbunden wird. 
Bei Benutzung der Brennpunkte fällt die Kon- 
struktion der Ellipse aus den beiden Hauptachsen folgender- 



/ \ 




Fig. 212. 



248 Die Parallelprojektion. 

mafsen ans: Durch den Kreis mit MA X um B x werden 
zunächst auf der grofsen Achse A X A^ die Brennpunkte F' 
und F" ausgeschnitten (Fig. 212). Dann teilt man die 
Strecke A 1 A t ganz beliebig in zwei Teile A X L und A^JL 
und zeichnet um jeden der beiden Brennpunkte mit A X JL 
und A 9 L die Kreise, deren vier Schnittpunkte C lf C t7 C 8 , C A 
Punkte der Ellipse sind. Da im Allgemeinen jede Teilung 
der Strecke A X A 2 vier Ellipsenpunkte liefert, so gentigen, 
einige wenige solcher Teilungen, um durch eine Anzahl von 
genau konstruierten Punkten den Verlauf der zu den ge- 
gebenen Achsen gehörigen Ellipse festzustellen. 



§ 75. Konstruktion der Ellipse ans zwei 
konjugierten Durchmessern. 

Die im vorigen Paragraphen behandelte Aufgabe ist 
ein besonderer Fall der nunmehr zu erörternden Aufgabe: 
eine Ellipse aus zwei konjugierten Durchmessern 
zu konstruieren. 

In Anlehnung an § 73 läfst sich hierfür die folgende 
Lösung geben: Es seien (Fig. 213a) E 1 F 1 und G 1 H 1 zwei 
beliebige zu einander senkrechte Kreisdurchmesser, denen 
die beiden konjugierten Ellipsendurchmesser E ± ' F x und G x H x ' 
entsprechen. Das zu den beiden Kreisdurchmessern gehörige 
Tangentenquadrat ist N 1 P 1 Q 1 R 1 , das entsprechende zu den 
Ellipsendurchmessern gehörende Tangentenparallelogramm 
ist JV/P/^'P/. Es sei Jf ± j; der nte Teil von M X F 1 und 
P 1 i 1 der nte Teil von P 1 F 1 . Da dann AM 1 H l J 1 
= AP t L x G t ist, ist ^ M 1 H 1 J 1 das Komplement zum 
Winkel H 1 GL 1 ; folglich mufs ^G 1 K 1 H 1 = 1 R sein, 
d. h. der Punkt K t ist ein Punkt der Kreisperipherie. 

In der Ebene der Ellipse entspricht der Strecke M X J X 
die Strecke M^JJ als nter Teil von M'F' und ebenso» 
ist die P. L x entsprechende Strecke P x L t der nte Teil 
von P 1 'F l ; nur ist jetzt nicht mehr P t L t gleich M^J^. 
Dem Kreispunkte K x entspricht der Ellipsenpunkt K t \ 

Für die Konstruktion von K x ergiebt sich somit daa 
folgende Verfahren: Man teile den gegebenen Halbmesser 
M x F' der Ellipse in n gleiche Teile und ebenso die zu 
dem konjugierten Halbmesser M x ' G x parallele Halbtangente 
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JP^Fi in n gleiche Teile, verbinde dann 27/ mit dem M t ' 
zunächst liegenden Teilpunkte J x ' und den Punkt G t ' mit 
dem -P/ zunächst liegenden Teilpunkte Z t \ Der Schnitt- 
punkt von H^J^ und ö/Z/ ist der Ellipsenpunkt K t \ 
Ganz analog ergeben sich andere Ellipsenpunkte, wenn die 




Flg. 218«. 



zweiten, dritten .... Teilpunkte auf M X 'F^ und P^F X ' be- 
nutzt werden. 

Die ganze Durchführung der Konstruktion nach den 
vorstehend entwickelten Gesichtspunkten enthält Fig. 213 b, 
wo A l A % und B t B % die beiden gegebenen konjugierten 
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Durchmesser sind. Jeder der beiden Halbmesser MA t und 
MA, sowie jede der Halbtangenten A 1 C, \F, A t D 7 A a E 
ist in 4 gleiche Teile geteilt Die Punkte P, R, F' des 
oben rechtB gelegenen Ellipsenzuges ergeben sich als Schnitt- 
punkte von B,G, B t G\ B % G" mit bezw. B X H } B x ST t B t H"; 
die Punkte Q, Q', Q" des rechts unten gelegenen Korveu- 
zuges sind die Schnittpunkte von B. G, B x G', B t G" mit 
bezw. B.K, B^K", B 9 K". Entsprechend ergeben sich die 
Punkte B, R, R' deB links oben befindlichen Ellipsenbogens 
durch Kombination von B t J, B t J\ B 2 J" mit bezw. B^L, 
.Sji', BjL" und endlich die Punkte S, S', S" des unten 
links gelegenen Teiles durch Kombination von B X J, B 1 J f , 



B t J" mit bezw. B t N, B f IT, 3, N". Die erhaltenen Punkte 
werden durch einen stetigen Linienzug verbunden. 

Mit Hülfe konjugierter Durchmesser ist auch die Auf- 
gabe lösbar, für eine gezeichnet gegebene Ellipse 
die Lage des Mittelpunkts und der Hauptachsen 
zu ermitteln. 

Man zieht zwei parallele Sehnen DE und FG (Fig. 214). 
Die Verbindungslinie KL ihrer Mittelpunkte S und J ist 
ein Durchmesser, mithin ist die Mitte M von KL der 
Mittelpunkt der Ellipse. Die Lage der Hauptachsen ergiebt 
sich durch Beachtung der Thatsache, (lafs jeder mit der 
Ellipse konzentrische Kreis, welcher die Ellipse Überhaupt 
schneidet, die Ellipse in vier paarweise zu den Hauptachsen 
symmetrisch gelegenen Punkten schneidet 
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Man hat daher um den bereits gefundenen Punkt M 
•«inen derartigen geeigneten konzentrischen Hülfskreis zu 
zeichnen, der die Ellipse etwa in den Punkten N, P, Q, R 
trifft. Das aafNP errichtete Mittellot SM liefert dann die 




Fig. 314. 



kleine Hauptachse B X B % , die durch M zu NP gezogene 
Parallele die grofse Hauptachse der Ellipse. 

Mittels konjugierter Durchmesser soll in einem 
gegebenen Ellipsenpunkt P die Tangente bestimmt 
werden. 




Fig. 216. 



Die Lösung dieser Aufgabe beruht auf dem Satze, dafs 
die Tangente im Endpunkt eines Ellipsendurchmessers dem 
konjugierten Durchmesser parallel ist (s. § 73). 
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Zu dem nach P gehenden Durchmesser BP (Fig. 215) 
wird die parallele Sehne CD gezogen, dnrch deren Mittel- 
punkt E der zu BP konjugierte Durchmesser FG geht. 
Die durch P zu F G gezogene Parallele HP ist die gesuchte 
Tangente. 



§ 76. Die Gegenpunkte der Brennpunkte in ihrer 
Bedeutung für Tangentenkonstruktionen. 

In der Lehre ron der Ellipse wird bewiesen, dafs die 
im Berührungspunkte C (Fig. 216 a) auf einer Ellipsen- 




Fig. 216a. 



tangente HG errichtete Senkrechte CD den Winkel der 
beiden von C nach den Brennpunkten F' und F" gehenden 
Brennstrahlen halbiert. 
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Daher kann die Aufgabe, in einem Ellipsen- 
punkte C die Tangente zu zeichnen, auch wie folgt 
gelöst werden: Man konstruiert die Halbierungslinie CD 
des Winkels F'CF" und errichtet in C auf CD das 
Lot GH. — 

Wird F"C über C hinaus um %' C = F C verlängert 
und g' mit F verbunden, so ist ^ g' CG = ^ FCG] dem- 
nach wird die Basis %'F' des gleichschenkligen Dreiecks 
FffC durch die Tangente GH halbiert und g' ist der 
Spiegelpunkt oder „Gegenpunkt" des Brennpunkts F in 
Bezug auf die Tangente GH. Einen solchen Gegenpunkt 
besitzt jeder Brennpunkt in Bezug auf jede einzelne Tangente. 
Da F'C-\-F"C gleich der grofsen Achse A t A 3 der 
Ellipse ist, so ist auch die Entfernung des zum Brennpunkt 
F' gehörigen Gegenpunktes $T vom anderen Brennpunkte F" 
stets gleich der grofsen Ellipsenachse. Es gilt der Satz: 
„Der geometrische Ort der Gegenpunkte des einen 
Brennpunktes ist der mit der grofsen Achse als 
Radius um den anderen Brennpunkt gezeichnete 
Kreis." 

Der Halbierungspunkt J von %'F f ist daher vom 
Mittelpunkt M der Ellipse um die halbe grofse Achse 
entfernt, weil JM als Mittelparallele zu g' F" im Dreieck 
%'FF' gleich i%'F" = ±A % A % ist. J ist demnach ein 
Punkt des Hauptkreises. Dies liefert den Satz: „Die 
Fufspunkte der von den Brennpunkten auf die 
Tangenten gefällten Lote liegen auf dem Haupt- 
kreise." 

Jeder Punkt P der Tangente hat vom Brennpunkt F' 
und dem Gegenpunkt g' gleiche Abstände, da das Dreieck 
g' PF' stets gleichschenklig ist. 

Auf Grund dieser letzten Bemerkung ergiebt sich folgende 
Lösung für die Aufgabe, von einem Punkte P aufser- 
halb einer Ellipse die Tangenten an die Ellipse zu 
ziehen. 

Man zeichnet um P mit PF' den Kreis, der den um 
F' mit der groftien Achse gezeichneten Kreis der Gegen- 
punkte in g/ und gf f ' schneidet. Die von P auf %^ F f 
und g a 'F gefällten Lote sind die beiden von P ausgehen- 
den Tangenten. (Fig. 216b f. S.), 



254 



Die Paraüelprojektion. 




Fig. 216 b. 



Fig. 216a giebt noch Anlafs zu einer weiteren 
Ellipsenkonstruktion. 

Der Kurvenpunkt C ist offenbar als Schnittpunkt des- 
zu F'%' gehörigen Mittellotes JH und der Strecke F"%' 
völlig bestimmt, sobald die Länge der grofsen Achse 
A x A 2 = F" g' sowie die Lage der Brennpunkte be- 
kannt ist. 

Um hiernach die Kurve zu zeichnen, zieht man zunächst 
um F" mit A X A % den Kreis der zu F' gehörigen Gegen- 
punkte, verbindet dann (Fig. 217) beliebig viele Punkte 
E y E\ E" . . . der Peripherie dieses Kreises sowohl mit F' 
als auch mit F" und errichtet in den bekanntlich auf dem 
Hauptkreise gelegenen Mittelpunkten Z), 27, D" . . . von 
bezw. FE, VE', FE" ... auf diesen Strecken die Lote, 
welche F"E, F"E', F" E" . . . bezw. in den Ellipsen 
punkten C, C 9 C . . . schneiden. 



§ 77. Konstruktion der Ellipse durch einhüllende Tangenten. 25& 
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§ 77. Konstruktion der Ellipse durch einhüllende 

Tangenten. 

Ans Fig. 216a weifs man, dafs der Fufspunkt J des 
yom Brennpunkte F' auf die Tangente GH gefällten Lotes 
auf dem Hauptkreise liegt. Das Entsprechende gilt von 
dem Fufspunkt des von F" auf GH gefällten Lotes. 

Werden daher durch die Brennpunkte F f und F" einer 
Ellipse zwei parallele Sehnen des Hauptkreises J'K' und 
J"K' gezogen, so sind die Verbindungslinien J' J" und 
ICK" der auf derselben Seite der grofsen Achse gelegenen 
Sehnenendpunkte Tangenten der betrachteten Ellipse 
(Fig. 218 a f. S.). 

Legt man daher durch die Brennpunkte beliebig viele 
Paare solcher Parallelsehnen, so erhält man damit eine 
ebenso grofse Anzahl von Ellipsentangentenpaaren, deren 
Gesamtheit die Kontur der Ellipse eng umschliefst. Die 
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Ellipse wird von der Gesamtheit der Tangenten eingehüllt, 
and man spricht in diesem Sinne von einer Konstruktion 
der Ellipse dnrch einhüllende Tangenten. 

Fig. 218b enthält die vollständige Ausführung der 
Konstruktion. Die Ellipse selbst ist dabei nicht besonders 
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nachgezeichnet worden. Sie erscheint vielmehr ihrer ganzen 
Entstehung nach als Polygon, dessen aufeinanderfolgende 
Seiten kleine Strecken der einander folgenden Tangenten sind. 

Auch hieran schliefst sich leicht eine Lösung der Auf- 
gabe an, von einem Punkte P aufserhalb der Ellipse 
die Tangenten an die Kurve zu ziehen. 

Schneidet eine von P an die Kurve gehende Tangente 
den Hauptkreis der Ellipse in C und V (Fig. 219), so 
müssen die Dreiecke PFC und PF"If bei C bezw. U 
rechtwinklig sein. Daher ist folgende Tangentenkonstruktion 




Fig. 219. 

möglich: Der über PF' als Durchmesser gezeichnete Kreis 
schneidet den Hauptkreis in C und C". Die Geraden PC 
und PC sind die beiden von P ausgehenden Tangenten. 
Ebenso gut kann natürlich der über PF" als Durchmesser 
konstruierte Hülfskreis benutzt werden, dessen Schnittpunkte 
mit dem Hauptkreise D' und D" sind. Es liegen dann 
■einerseits P, U und C", andererseits P, C" und D" in 
gerader Linie. 



Schröder, Darstellende Geometrie. 
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§ 78. Die Ellipse als schiefe Parallelprojektion 

des Kreises. 

Wird ein Kreis durch parallele Projektionsstrahlen, die 
unter beliebigem Winkel gegen die Projektionsebene geneigt 
sind, projiziert, so erhält man als Projektion des Kreises 
auch wieder im Allgemeinen eine Ellipse. 

Wir nehmen in Fig. 220 senkrecht zur Zeichenebene 
einen Kreis an, dessen gerade Parallelprojektion auf die 
Zeichenebene die dem Kreisdurchmesser gleiche Strecke 
A x B t ist. Der Mittelpunkt M dieses Kreises möge von der 
Zeichenebene den senkrechten Abstand MM 1 haben. Wir 




Fig. 220. 

wollen nun den Kreis durch schräge Parallelstrahlen so auf 
die Zeichenebene projizieren, dafs die Projektion des Kreis- 
mittelpunktes M in den Punkt M' der Zeichenebene fallt. 
Der zur Zeichenebene parallele Kreisdurchmesser AB hat 
dann als Projektion die durch M' gehende, zu AB oder 
A 1 B 1 parallele und an Gröfse A l B 1 gleiche Strecke AB. 
Die Projektion CD' des zur Zeichenebene senkrechten 
Kreisdurchmessers CD mufs in die Gerade M X M' fallen, 
da die schräge Projektion des ebenfalls dem genannten 
Kreisdurchmesser CD angehörenden Punktes M t mit M 1 zu- 
sammenfällt. Die Lage der Punkte C" und D' bestimmt sich 
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dadurch, dafs sich M^M^.M^D^M^MxM^C'xM^' 
verhalte» mufs. 

Denken wir uns nun den betrachteten Kreis um A 1 B 1 
in die Zeichenebene umgelegt, so kommt der Kreis in der 
letzteren in die in Fig. 220 gezeichnete Lage und der Mittel- 
punkt M sowie die vorher genannten Punkte A, B, C, D 
des Kreisumfanges werden in die Punkte M QJ A , B , C , D 
der Zeichenebene übergeführt. Die Verbindungslinien 
A A\ M M\ B Q B' sind dann parallel, weil A B \\ Ä B' 
und ferner A M = M B = A'M'= M'B' ist. C C und 
D Q D sind parallel zu M M', weil M X C Q \ M X M : M ± D 
= M 1 C:M 1 M:M 1 D = M 1 C':M 1 M : M t D' ist. 

Man sieht also, dafs die Punkte -4', B', C", D' erhalten 
werden, wenn die Punkte A 0} B , C , D durch die zu 
M M parallelen Strahlen A A', B B 7 C C, D J7 auf die 
durch A v M 1 und B x gehenden, zu M ± M! parallelen Strahlen 
projiziert werden. 

Anstatt also den Kreis in seiner ursprünglichen Raum- 
lage durch das anfangs gewählte räumliche Parallelstrahlen- 
system von der Richtung MM' auf die Zeichenebene 
zu projizieren, kann man den in die Zeichenebene um- 
gelegten Kreis innerhalb der Zeichenebene durch das ebene 
Parallelstrahlensystem von der Richtung M M' projizieren. 
So gewinnt man zu jedem einzelnen Kreispunkte einen zu- 
gehörigen Projektionspunkt. Die stetige Verbindung aller 
Projektionspunkte liefert dann als Projektion der ganzen 
Kreislinie im Allgemeinen eine Ellipse. 

Den beiden auf einander senkrechten Durchmessern 
A B und C JD des Kreises entsprechen die beiden kon- 
jugierten Ellipsendurchmesser Ä B und CD'. Da auch die 
Hauptachsen der Ellipse, deren Lagen man zunächst nicht 
kennt, ein Paar konjugierter Durchmesser vorstellen und 
mithin einem Paar orthogonaler Kreisdurchmesser entsprechen 
müssen, so liegt die Frage nach der Auffindung der Haupt- 
achsen nahe. 

Beachtet man, dafs der in 77 2 umgelegte Kreis und 
seine Projektion, die Ellipse, affine Figuren sind, wie man 
unmittelbar aus Fig. 220 erkennt, so" müssen die zu er- 
mittelnden Hauptachsen die ihnen entsprechenden Kreis- 
durchmesser in zwei Punkten J und K der Affinitätsachse 
treffen. Die Affinitätsachse ist nun die Gerade A x B v 

17* 
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Wegen der Kechtwinkligkeit der beiden Dreiecke JM K 
nnd JMK folgt, dafe M und M' auf dem aber JK ah 
Durchmesser gezeichneten Halbkreise liegen mtlssen. 

Der Mittelpunkt A T dieses Halbkreises ist der Schnitt- 
ponkt des za M a M' gehörigen Mittellotes mit A 1 B r Da 
.\f a M' bekannt ist, so ist N nnd folglich auch der Halb- 
kreis selbst konstrnierbar. Die Schnittpunkte des Halb- 
kreises um N mit A X B sind dann gerade diejenigen Punkte 
J nnd K, anf deren Verbindungslinien mit dem Ellipsen- 
mittelpunkt M ' die Hauptachsen E'F' und G' H' der Ellipse 
liegen. 



§ 79. Konstruktion der Hyperbel als Ort eines 
Punktes mit konstanter Abstandsdifferenz. 

Wie die Ellipse als Ort eines Punktes definierbar ist, 
dessen Abstandssumme von zwei festen Punkten konstant 
ist, ist die Hyperbel der Ort eines Punktes, dessen 
Abstandsdifferenz von zwei festen Punkten immer 
denselbeu Wert 2a hat. 



Die beiden festen Punkte seien F' und F" (Fig. 221a) 
and sollen als „Brennpunkte" bezeichnet werden; ihre 
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^Verbindungslinie FF" ist die „Hauptachse". Die Ent- 
fernung FF' mufs stets gröfser sein als die konstante 
Differenz 2 a. Der mit der halben gegebenen Differenz a 
um den Mittelpunkt M von F'F" gezeichnete Kreis, der 
Hauptkreis, trifft die Hauptachse in den auf der Strecke 
F'F" gelegenen Punkten A x und -4 2 , welche auf der zu 
konstruierenden Kurve liegen. Denn es ist z. B. für A x 
die Abstandsdifferenz von F' und F" gleich: F"A 1 — FA 1 
= F"A 2 -\-A 2 A x -F'A =A x A 2 = 2z, da F"A 2 =FA X ist. 

Irgend welche andere Punkte der Hyperbel werden er- 
halten, wenn man um F' und F' Kreise mit den Radien 
LA X und LA 2 zeichnet. Für jede Wahl des Punktes L 
ergeben sich vier Kurvenpunkte. Durch stetige Verbindung 
aller so konstruierten Punkte ergiebt sich eine aus zwei 
Ästen bestehende Hyperbel von der in Fig. 221a ge- 
zeichneten Form. Die beiden Aste der Hyperbel schneiden 
die Hauptachse in den beiden bereits genannten zwischen F' 
und F" gelegenen Punkten A x und A 2 . Die durch M gehende, 
zu A X A 2 senkrechte Gerade B X B 2 wird von der Kurve 
nicht geschnitten. Alle Punkte der Kurve liegen aufserhalb 
des Parallelstreifens, welcher von den beiden durch A x und 
A 2 gehenden, zu A ± A % senkrechten Geraden P 1 Q i und 
-P 2 Q 2 begrenzt wird. Die Kurve ist symmetrisch in Bezug 
auf A X A 2 und 2?, i? 2 , wie auch in Bezug auf M. Der Punkt 
M wird daher der „Mittelpunkt" der Hyperbel genannt. 

Die Hyperbel ist nicht, wie die Ellipse, eine im End- 
lichen geschlossene Kurve. Ihre Äste nähern sich von A x 
und A 2 ausgehend immer mehr zwei bestimmten durch M 
gehenden und zur Hauptachse symmetrisch gelegenen 
Geraden G A B X und G 2 H 2 , ohne dieselben indessen im End- 
lichen jemals zu erreichen. Diese Geraden 6r, H x und 6r 2 H 2 
heifsen die „Asymptoten" der Hyperbel. Man kann die 
Asymptoten konstruieren, indem man um M mit M F" y der 
sog. „Exzentrizität", den Kreis zeichnet, welcher P 1 Q X 
und P 2 Q 2 in den Punkten 2?,, D 2J 2> 8 , D A schneidet. D X D Z 
und D 2 2?4 sind die beiden Asymptoten. Auf die Begründung 
dieser Konstruktion wird hier nicht eingegangen. 

Ist die Exzentrizität einer Hyperbel so gewählt, dafs 
das rechtwinklige Dreieck MA 2 2? 2 gleichschenklig ausfällt, 
so sind die Asymptoten gegen die Hauptachse unter je 45° 
geneigt. Die Asymptoten selbst stehen dann auf einander 
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senkrecht. Die zu einem solchen Asymptotenpaar gehörende 
Hyperbel wird eine „gleichseitige" Hyperbel (s. Fig. 221b) 
genannt. 

Die eingangs genannte Bedingung, dafs die gegebene 
Abstandsdifferenz 2 a kleiner sein mufs als die Entfernung 




Fig. 221b. 



der Brennpunkte, ist für die Konstruktion der Hyperbel 
notwendig. Anderenfalls würden nämlich die zur Konstruktion 
der Kurve gewählten Httlfskreise sich überhaupt nicht 
schneiden und somit gar keine Kurvenpunkte liefern. 



§ 80. Konjugierte Durchmesser der Hyperbel. 
Die zugehörige Tangentenkonstruktion. 

Wie bei der Ellipse liegen auch bei der Hyperbel die 
Mittelpunkte einer Schaar paralleler Sehnen auf einer durch 
den Mittelpunkt M gehenden Geraden oder einem Durch- 
messer. Das ist veranschaulicht in Fig. 222 a, wo die 
Verbindungslinie der Mitte G ± und G 2 der Parallelsehnen 
D t 2£ und D % 2? a der Durchmesser G x G 2 ist. 

Zieht man nun die Parallelsehnen H X J X , H^J 9 zu 
G t 6? 2 , so liegen die Mitten K 17 K 2 dieser Sehnen auf einem 
Durchmesser K x ÜT a , der seinerseits wieder parallel zu den 
Sehnen D x E v Z> 3 E % ist. 
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Zwei solche Durchmesser G x 6? a und K t K % der Hyperbel, 
Ton denen jeder die Parallelsehnen des andern halbiert, 
beifsen „konjugierte Durchmesser". 

Des Weiteren läfst sich genau wie bei der Ellipse 
zeigen, dass die in den Endpunkten L t und L 2 eines Hyperbel- 
durchmessers G t 6? 2 möglichen Tangenten P x Q x und P 2 Q 2 
allemal dem konjugierten Durchmesser K x ÜT 2 parallel sind. 

Auf Grund dieser Thatsache besteht folgende einfache 
Lösung der Aufgabe, in einem gegebenen Punkte L x 
der Hyperbel die Tangente zu zeichnen. 




Fig. 2*2 a. 

Man zieht (Fig. 222 a) zu dem Durchmesser L X M die 
Parallelsehne H X J X und verbindet deren Mittelpunkt K x 
mit M. Die durch L x zu K ± M gezogene Parallele I\ Q x 
ist^die verlangte Tangente. 

Auch die Aufgabe, für eine gezeichnet vorliegende 
Hyperbel die Lage des Mittelpunkts und der Haupt- 
achse aufzufinden, ist durch Benutzung konjugierter Durch- 
messer lösbar. 

Man zieht zunächst (Fig. 222 b) zwei beliebige Parallel- 
sehnen D x E x und D % E 2 . Die Verbindungsgerade G t G 2 
ihrer Mittelpunkte schneidet die Kurve in den Punkten H % 
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und H % . Der Mittelpunkt M von H x H 2 ist der Mittelpunkt 
der Hyperbel. Die Lage der Hauptachse ergiebt sich auf 
Grund der Thatsache, dafs jeder mit der Hyperbel kon- 
zentrische Kreis, welcher die Hyperbel überhaupt schneidet, 
die letztere in vier zur Haupt- und Nebenachse der Hyperbel 




symmetrisch gelegenen Punkten trifft. Man zeichnet daher 
mit geeignetem Radius einen solchen Kreis, dessen Schnitt- 
punkte mit der Hyperbel J tJ J„ J SJ J 4 sind. Die zu J t J 2 
durch M gezogene Parallele ist die Hauptachse A x A 9 , die 
zu A t A 2 durch M gezogene Senkrechte die Nebenachse B x B % » 



§81. Der Kreis der Gegenpunkte und seine 
Bedeutung für Tangentenkonstruktionen. 

Verbindet man irgend einen Hyperbelpunkt C(Fig. 223 a) 
durch die zugehörigen Brennstrahlen CF' und CF" mit 
den Brennpunkten und zieht man ferner in C die Tangente 
6? 27 an die Hyperbel, so wird der Winkel F ' CF" durch 
die Tangente GH halbiert. Die durch C senkrecht zur 
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Tangente gezogene Gerade CD halbiert den zu F'CF" 
gehörigen Supplementwinkel KCF'. Auf den Beweis dieses 
Satzes soll hier nicht eingegangen werden. 

Das zur Tangente durch F' gezogene Lot trifft CF" 
im Punkte g', für welchen erstens C$' = CF' und zweitens 
%'F" = CF" — C%' = CF" — CF' = A t A„ also gleich 
der konstanten Abstandsdifferenz 2 a ist. Der Punkt %' heifst 
der „Gegenpunkt" des Brennpunktes F' in Bezog auf die 
Tangente GH. Einen derartigen Gegenpunkt hat F' in 
Bezug auf jede Tangente. Das Entsprechende gilt von F". 
Nach dem Vorstehenden mufs dann der Satz gelten: „Der 




Fig. 223 a. 

geometrische Ort der Gegenpunkte des einen Brenn- 
punktes ist der Kreis vom Radius 2a um den anderen 
Brennpunkt." 

Der Schnittpunkt J der Senkrechten F' g' mit der Tan- 
gente GH hat daher vom Mittelpunkt M der Hyperbel den 
Abstand JM= a, weil JM im Dreieck F'%'F" die zu %' F" 
gezogene Mittelparallele ist. Der Punkt J liegt somit auf 
dem Hauptkreise. Infolgedessen besteht der Satz: „Die 
Fufspunkte der von den Brennpunkten auf die Tan- 
genten gefällten Lote liegen auf dem Hauptkreise. u 
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Jeder Punkt P der Tangente GH hat vom Brennpunkt 
F 9 und seinem Gegenpunkt gf' gleiche Abstände, weil das 
Dreieck F'P'%' gleichschenklig ist. 

Demnach erhält man folgende Lösung für die Aufgabe, 
von einem Punkte P aus die Tangenten an die 
Hyperbel zu legen. (Fig. 223b.) 

Der um P mit P F" gezogene Kreis schneidet den um 
F mit 2a gezeichneten Gegenpunktskreis in gf/' und g a ". 
Die von P auf F"% t " und /"'&" gefällten Lote PO ± und 
P6r 3 sind die verlangten Tangenten. Die Halbierungspunkte 
J und L von *"'&" und F"% 2 " sind Punkte des Hauptkreises. 




Fig. 223 b. 

Bückt der Berührungspunkt C der Tangente HG 
(Fig. 223 a) in die Unendlichkeit, d. h. geht die Tangente 
in eine Asymptote über, so wird der Winkel FC§' an 
der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks F' C g' schliefslich 
gleich Null; folglich sind in diesem Grenzfalle die Winkel 
CF'% und C%'F beide rechte Winkel. Daher wird dann 
das Dreieck F%'F' rechtwinklig bei $', während seine 
eine Kathete %'F" gleich 2a ist. Die Mittelsenkrechte zur 
anderen Kathete F*$ ist die eine Asymptote. 
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Hiernach ergiebt sich die in Fig. 223 c durchgeführte 
Konstruktion der Asymptoten: Man zeichnet über F' F" 
als Durchmesser den Kreis, welchen der um F" mit 2 a als 
Radius konstruierte Kreis in g/ und $ 2 ' trifft. Die auf 
F*%i und F'%i errichteten Mittelsenkrechten sind die 
Asymptoten. 




Fig. 228 c. 

Auf Grund der Fig. 223a ist noch die folgende 
Hyperbelkonstruktion möglich. 

Der Kurvenpunkt C ist offenbar als Schnittpunkt des 
zu jF'gf gehörigen Mittellotes und der Geraden F ,r ^ be- 
stimmt, wenn man die Länge der Hauptachse A X A % =g / JP" 
und die Lage der Brennpunkte kennt. 

Um eine beliebige Anzahl von Kurvenpunkten zu er- 
halten, zeichnet man (Fig. 224) z. B. um F' mit 2 a den 
Gegenpunktskreis, verbindet dann die beliebig gewählten 
Punkte E, E' 9 E" ... des Gegenpunktskreises sowohl mit F* 
als F" und zeichnet zu F" E, F" E' , F'E" ... die Mittel- 
lote, die die Verlängerungen von F'E, F'E\ FE"... in 
den Hyperbelpunkten C, C', €" . . . treffen. 

Die Verlängerungen von F"E, F'E' ... treffen den 
Gegenpunktskreis noch in den Punkten «/, «/', J" ...; die 
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Mittellote von F" J, F"T, F'J" . . . liefern zusammen mit 
F' J, F'J', F'J" ... die Kurvenpunkte H, H\ R" ... 




Fig. 224. 



§ 82. Konstruktion der Hyperbel durch einhüllende 

Tangenten. 

Da die Fufspunkte der zu den Tangenten gehörenden 
Brennpunktslote auf dem Hauptkreise liegen, so läfst sieh 
jede Tangente der Hyperbel auffassen als Verbindungslinie 
der Endpunkte von zwei durch F' und F" gehenden paral- 
lelen Hauptkreissehnen. Es ist das, obgleich es im Prinzip 
schon aus Fig. 223 a abgelesen werden kann, noch besonders 
dargestellt in Fig. 225 a. 

J'K! und J"K" sind zwei parallele durch F' und F" 
gehende Hauptkreissehnen; J'J" und K' K" sind Hyperbel- 
tangenten. 

Werden daher durch F' und F" beliebig viele solcher 
Sehnenpaare gelegt, so ergeben sich ganz ebenso wie früher 
bei der Ellipse ebenso viele Tangentenpaare, welche die zu 
konstruierende Hyperbel einhüllen. 
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Fig. 225». 




Fig. 225 b. 
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Anstatt die parallelen Geradenpaare von F' und F"' 
ans durch den Hauptkreis durchzuziehen, genügt es auch r 
wenn man von den Brennpunkten F und F" aus beliebig" 
viele Gerade bis zur Peripherie des Hauptkreises zieht und. 
auf diesen Strecken in den betreffenden Punkten des Haupt- 
kreises die Lote errichtet. Auf diese Weise ist die Zeichnung- 
in Fig. 225 b entstanden, die, ohne dafs darin die Hyperbel 
selbst gezeichnet wäre, ein recht anschauliches Bild von der 
hinsichtlich ihres Verlaufes hinreichend durch ihre Tangenten 
bestimmten Kurve liefert. 




Fig. 226. 

Endlich sei noch die in Fig. 226 dargestellte Kon- 
struktion für Tangenten, die von einem beliebigen 
Punkte P ausgehen, erwähnt. Die Richtigkeit dieser 
Konstruktion ist sofort einleuchtend. 

Man schneidet den Hauptkreis mit dem beispielsweise 
über PF' als Durchmesser gezeichneten Kreise in den Punkten 
C" und C". Die Geraden PC und PC" sind die von P 
ausgehenden Tangenten. Genau so gut hätte man auch den 
Hilfskreis über PF" benutzen können. 
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§ 83. Konstruktion der Parabel als Ort eines von 

einem gegebenen Punkte und einer gegebenen 

Geraden abstandsgleichen Punktes. 

In Fig. 227 ist F ein gegebener Punkt, AB eine ge- 
gebene Gerade. Um einen Punkt der Ebene zu finden, 
welcher von A B und F gleiche Abstände hat, verbindet man 
einen beliebigen Punkt E von A B mit F und bestimmt den 
Schnittpunkt D des auf EF errichteten Mittellotes mit der 
in E auf AB errichte- 
ten Senkrechten. Durch 
Wiederholung dieses Ver- 
fahrens für beliebig viele 
Punkte von AB erhält 
man in der Ebene lauter 
in Bezug auf AB und F 
abstandsgleiche Punkte , 
deren stetige Verbindung 
eine „Parabel" ist. Der 
Punkt F ist der „Brenn- 
punkt", die gegebene Ge- 
rade AB die „Leitlinie" 
oder „Direktrix" der 
Parabel. Die vom Brenn- 
punkt F auf die Leitlinie 
gefällte Senkrechte L C 
heifst „Achse" der Pa- 
rabel. .FC ist der „Para- 
meter". 

Die Parabel liegt sym- Fig. 227. 

metrisch zur Achse und 

schneidet die letztere in einem Punkte S, für welchen 
SF=SC ist. Der Punkt S heifst der „Scheitelpunkt". 
Die in S anf der Achse errichtete Senkrechte JH. ist die 
„Scheiteltangente.". Alle Punkte der Kurve liegen auf 
derselben Seite der Scheiteltangente, auf welcher der Brenn- 
punkt liegt. 

Die Parabel ist ebensowenig wie die Hyperbel im 
Endlichen geschlossen; sie setzt sich, indem sie sich immer 
weiter von der Achse entfernt, bis in die Unendlichkeit fort. 
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Interressant ist, dafs sich die Parabel sowohl als 
Grenzfall der Ellipse wie der Hyperbel auffassen 
läfst. 

Hält man in Fig. 217 (S. 255) den Brennpunkt F fest, 
während der Brennpunkt F" nach rechts hin auf der Achse 
immer weiter fortrückt, bis er schliesslich ins Unendliche ge- 
langt, so gehen sowohl der Hauptkreis wie der Gegenpunkts- 
kreis in Kreise mit unendlich grofsen Radien, also in zwei zur 
Achse senkrechte Geraden über. Die nach dem unendlich 
fern gelegenen Brennpunkt F" hingehenden Geraden EF\ 
E'F', E"F" ... werden sämtlich parallel zur Achse, und 
da im übrigen schon bei der Ellipse für die Kurvenpunkte 
C, C\ C" ... die Beziehungen: EC= CF } FC = CF, 
E"C" = C"F ... bestehen, so geht die Ellipse in dem be- 
trachteten Grenzfalle in eine Kurve über, deren Punkte von 
der aus dem Gegenpunktskreise hervorgegangenen Geraden 
und dem Punkte F' gleich weit entfernt sind. Aus der 
Ellipse wird also eine Parabel. 

Genau so kann man einen Grenzfall aus der die Hyperbel 
darstellenden Fig. 224 (S. 268) herleiten. 

Hält man den rechts gelegenen Brennpunkt F' fest, 
während F' auf der Achse nach links hin ins Unendliche 
wandert, so gehen auch hier sowohl der Hauptkreis wie 
auch der um F gezeichnete Gegenpunktskreis in je eine zur 
Achse senkrechte Gerade über. Die nach dem unendlich fern 
liegenden Punkte F' gehenden Geraden CE, CE\ C'E" ... 
werden sämtlich parallel, und da bereits bei der Hyperbel 
EC= CF', FC = CF", E"C" = CF' ist, so wird in 
unserem Grenzfalle aus dem rechten Aste der Hyperbel eine 
Kurve, deren sämtliche Punkte von dem festen Punkte F' 
und der aus dem Gegenpunktskreise hervorgegangenen 
Geraden gleiche Abstände haben; d. h. die Hyperbel geht in 
eine Parabel über. 

Die soeben an Fig. 217 und Fig. 224 besprochenen 
Grenzfälle liefern geradezu die in Fig. 227 gegebene Kon- 
struktion der Parabel. Zugleich ergiebt sich bei dieser 
Schlufsweise, dafs die in Fig. 227 auf EF gezeichnete Mittel- 
senkrechte GD eine Tangente der Parabel sein mufs. 

Verlängert man in Fig. 227 DG bis zum Schnittpunkt K 
mit der Achse und fällt man vom Parabelpunkt D das Lot 
DQ zur Achse, so ist stets SK = SQ. Denn da SF = EN 
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und PG = GE ist, mufs auch SG = GN sein. Folglich 

ist GS = ^J)Q und SK=^KQ = SQ. {$ fy 

Hieraus ergiebt sich folgende einfache Konstruktion 

der Tangente in einem gegebenen Parabelpunkte D 

(Kg. 228). 




Man fällt vom Punkte D das Lot D Q auf die Achse, 
macht SK = SQ und verbindet K mit D. 



§ 84. Die Leitlinie als Ort der Gegenpunkte. — 
Die zugehörige Tangentenkonstruktion. 

Da beim Übergänge von der Ellipse oder Hyperbel 
zur Parabel der Gegenpunktskreis in die Leitlinie tibergeht, 
so ist die letztere bei der Parabel der geometrische Ort 
aller Gegenpunkte des Brennpunktes in Bezug auf alle 
Parabeltangenten. Jeder Punkt P einer Parabeltangente 
ist gleich weit von dem Brennpunkte F und dem zugehörigen 
Gegenpunkte $ entfernt. 

Hieraus ergiebt sich für die Aufgabe, von einem 
beliebigen Punkte P die Tangenten an die Parabel 
zu ziehen, eine Lösung, welche der im § 76 für die 

Schröder, Darstellende Geometrie. 18 




Ellipse bezw. im § 81 für die Hyperbel angegebenen 
Losung genau entspricht. 

Man zieht mit PF am P den Kreis (Fig. 229), welcher 
die Leitlinie CD in % 1 and 3, schneidet Die von P auf 
F% 1 und F% t gefällten Lote PB l und PB 9 sind die beiden 
tod P ausgehenden Parabeltangenten. 
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Die Schnittpunkte 3 X und 3 a der Tangenten mit den 
Strecken Ffa und Ffa müssen auf dem Analogon des 
Hanptkreises liegen; das ist aber die Scheiteltangente, da 
der Hauptkreis der Ellipse bezw. Hyperbel bei der Ent- 
fernung des einen Brennpunktes ins Unendliche in die 
Scheiteltangente der Parabel übergeht. 

Folglich kann man die von einem Punkte P an die 
Parabel gehenden Tangenten auch nach Mafsgabe der Fig. 230 
zeichnen. Man zeichnet über PF als Durchmesser den Kreis, 
der die Scheiteltangente in den Punkten % und 3 2 trifft. 
P3 t und P3 2 sind die gesuchten Tangenten. 

Die Berührungspunkte B x 
und 2? 2 der Tangenten lassen 
sich in jedem Falle dadurch genau 
fixieren, dafs man die Gleichheit 
der Strecken SQ 1 = SB 1 r und 
SQ 2 = SB i ' beachtet. 

Im Anschlufs hieran ergiebt 
sich wiederum ohne Weiteres die 
Konstruktion der Parabel 
durch einhüllendeTangenten, 
wie sie in Fig. 231 dargestellt ist. 
Man verbindet beliebig viele 
Punkte C, C, C . . . der Scheitel- 
tangente mit dem Brennpunkte F 
und errichtet auf FC, FC, FC" . . . 
die Lote CD, CD', CD"..., 
die sämtlich Parabeltangenten 
sind und, wenn sie dicht genug 
aufeinander folgen, die Kontur 
der Parabel liefern. Die Parabel 
selbst ist in Fig. 231 nicht ge- 
zeichnet. "*»■ 




§ 85. Durchmesser der Parabel. 

Bei der Ellipse und Hyperbel liegen die Mittelpunkte 
paralleler Sehnen auf einem Durchmesser. Bückt nun mit 
dem einen Brennpunkt auch der Mittelpunkt in unendliche 
Ferne, so wird der die Mitten paralleler Sehnen enthaltende 
Durchmesser schliefslich die Hauptachse erst im Unendlichen 

18* 
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treffen, also ihr parallel werden. Demzufolge liegen bei 
der Parabel die Mitten paralleler Sehnen auf einer 
zur Parabelachse parallelen Geraden, welche ein 
^Durchmesser" der Parabel genannt wird. Die Parabel 
hat unzählig viele Durchmesser. 

Diesen Sachverhalt veranschaulicht Fig. 232; dort ist 
DE der Durchmesser, welcher die Sehnen von der Richtung 
AB halbiert. 

Verschiebt man die Sehne BA parallel mit sich selbst 
bis zum Endpunkte D des Durchmessers DE, so geht sie 
in eine zu BA parallele Parabeltangente über und wie bei 




Fig. 882. 

der Ellipse oder Hyperbel besteht auch bei der Parabel der 
Satz, dafs die Tangente im Endpunkte eines Durchmessers 
den Sehnen parallel ist, welche der Durchmesser halbiert. 

Aus Fig. 227 (S. 271) ergiebt sich noch die weitere 
Folgerung, dafs die Tangente DK im Parabelpunkte D 
den Winkel zwischen dem Brennstrahle DF und der Ver- 
längerung ED des durch D gehenden Parabeldurchmessers 
halbiert, woraus sich auch wieder eine äufserst einfache 
Tangentenkonstruktion ergiebt. 

Im Anschlufs hieran ergiebt sich leicht die Lösung für 
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die Aufgabe, für eine gezeichnet vorliegende Parabel 
die Achse, dieLeitlinie nnd den Brennpunkt zu finden. 
Man zieht (Fig. 233) in nicht zu nahem Abstände zwei 
Parallelsehnen Ä B und A' Jff von übrigens beliebiger Richtung 
und konstruiert den Durchmesser D C als Verbindungslinie 
ihrer Mittelpunkte C und C Das Mittellot SL auf der 
senkrecht zu DO durch C gezogenen Sehne EG ist dann 
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Fig. 283. 

die Achse der Parabel; der Punkt 5 ist der Scheitelpunkt 
der Parabel. Die Lage des Brennpunkts F ergiebt sich, 
wenn man im Punkte D die zu A B parallele Tangente A"B" 
zieht, welche die schon vorher gezeichnete Scheiteltangente 
H J in K schneidet. Das in K auf A"B" errichtete Lot 
schneidet die Achse der Kurve im Brennpunkte F. Die 
Leitlinie P Q verläuft parallel zu H J im Abstände NS = FS. 



§ 86. Angenäherte Tangentenkonstruktion bei 

beliebigen Kurven. 

Gewissermafsen als kurzer Anhang dieses Abschnitts 
mögen einige wenige Betrachtungen folgen, die gelegentlich 
von Nutzen sind. 
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War bei den Kegelschnitten die Konstruktion von Tan- 
genten immer auf elementare Weise genau möglich, so ist 
die Losung der gleichen Aufgabe bei beliebigen Kurven 
keineswegs immer auf elementarem Wege zu bewerkstelligen. 
Wohl aber läfst sich ein einfaches Annäherunjrsverfähren für 
Tangentenkonstruktionen hei beliebigen Kurven angeben, 
welches für unsere zeichnerischen Bedürfnisse immer ausreicht 

Um die Tangenten von einem beliebigen Punkte P 
der Zeichenebene an eine beliebige in der Zeichen- 
ebene gegebene Kurve c zu ziehen, legt man (Fig. 234) 
durch P ein Strahlenbüschel. Der Strahl PI) dieses Büschels 
schneidet die Kurve in den Punkten A und B. Denkt man 
sich nun PD nm den Punkt P nach rechts gedreht, so 



rücken die Schnittpunkte des Strahles mit der Kurve einander 
um so näher, je mehr die Gerade PD ans der Sekanten- 
lage an die Tangentenlage herankommt. Hierbei beschreibt 
der Mittelpunkt C der immer mehr abnehmenden Sehne AB 
eine Kurve, die schliefslich durch den Berührungspunkt Q 
der von P an die Kurve gehenden Tangente gehen mufs, 
da in der Tangentenlage die Punkte A, B und C in einen 
Punkt, nämlich den Berührungspunkt, zusammenrücken. 

Um hiernach eine Tangente von P aus an die Kurve 
zu legen, zieht man von P eine Reihe einander dicht 
genng folgender Strahlen PD, PD' . . . und verbindet die 
Mitten C, C ... der auf diesen Strahlen liegenden Sehnen 
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AB, A'B 9 ... durch eine stetige Kurve. Die Verbindungs- 
linie PQ des Schnittpunktes Q der Hilfskurve und der ge- 
gebenen Kurve mit P ist die gesuchte Tangente. 

Fig. 234 stellt den Fall dar, wo nicht nur eine Tangente, 
sondern drei Tangenten von P aus möglich sind. Dabei ist 
es belanglos, dafs die eine dieser Tangenten, nämlich PR 
die Kurve überdies noch in einem Punkte T schneidet. 

Auch die Aufgabe, in einem gegebenen Punkte P 
die Tangente an eine gegebene Kurve zu zeichnen, 
gestattet eine Lösung durch eine Annäherungskonstruktion. 

Man zieht um den gegebenen Punkt P einen Kreis mit 
passendem Radius PA und legt durch P eine Reihe von 
Kurvensekanten: PA, PB, PC, PE... } welche den Kreis 
in den Punkten A\ B\ O, £',... schneiden (Fig. 235). 




Fi*. 235. 

Trägt man von diesen letzteren Punkten auf den einzelnen 
Sekanten die Sehnen PA, PB, PC, PE .... mit diesen 
gleich gerichtet ab, so erhält man auf den Kreisradien PA 9 , 
PB, PC, PE' ... die Teilpunkte P, B", G\ E" ... Bei 
hinreichend vielen Sehnen ergiebt sich durch stetige Ver- 
bindung der Teilpunkte P, B", C", E" . . . eine Kurve, 
welche den Kreis in Z>" schneidet. Dieser Punkt D" mufs, 
falls er genau bestimmt wäre, auf der gesuchten Tangente 
liegen, da er einer Kurvensehne von der Länge Null zu- 
geordnet ist. Selbstverständlich kann auch hier von absoluter 
Genauigkeit nicht die Rede sein, da die Konstruktion der 
in der Nähe von I)" gelegenen Punkte wegen der flaohen 
Schnitte der durch P gehenden zugehörigen Kurvensehnen 
mit beträchtlichen Unsicherheiten behaftet ist. 
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§ 87. Einiges über Rektifikation von Kurven, 

insbesondere des Kreises. 

Bei manchen später zu behandelnden Aufgaben kommt 
es darauf an, eine krumme Linie in eine ehenso grofse ge- 
rade Linie zu verwandeln, oder, wie man gewöhnlich sagt, 
zu „rektifizieren." 

Diese Rektifikation läfst sich zeichnerisch im Allgemeinen 
nur dadurch lösen, dafs man statt des betreffenden 
Kurvensttickes einen gebrochenen Streckenzug von 
hinreichend vielen auf einander folgenden kleinen 
Sehnen rektifiziert. Werden dann die einzelnen Be- 
standteile dieses Streckenzuges, welche man meist einander 
gleich wählt, auf einer und derselben Geraden an einander 
anschliefsend abgetragen, so stellt ihre Summe angenähert 
die Länge der zu rektifizierenden Kurve dar. 




In manchen Fällen giebt es besondere Verfahrungs- 
weisen für die angenäherte Rektifikation, bei denen 
es Tiicht nötig ist, die betreffende Kurve durch einen 
approximativen Streckenzug zu ersetzen. Es gilt das ins- 
besondere vom- Kreise. Wir geben im Folgenden von 
den verschiedenen bekannten Rektifikationsarten zwei wegen 
ihrer Einfachheit bemerkenswerte Methoden wieder. 

Es sei f>B (Fig. 236a) der im Kreise vom Radius 
MD = r zum Zentriwinkel a gehörige Bogen. Dann ist 

DB = -r^r- . nr,, wofür man auch DB = 
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«/2» /Ol N 

= T8Ö 7r(2 - r) 



ö/2 n 
== -^t-tt. (2*. r) schreiben kann. Dem- 

loU 



nach ist SB ebenso grofs wie der im Kreise vom doppelten 



a 



Radius zum Zentriwinkel 77- gehörige Bogen, oder ebenso 

grofs wie der im Kreise vom vierfachen Radius zum Centri- 
tt 
winkel — gehörige Bogen, u. s. w. Da nun in Fig. 236 a 

AB = AEz=2r und ^ DAB = ^- ist, so ist DB = l2B. 

Der Endpunkt E des Bogens BE ist der Schnittpunkt des 
in D auf DB errichteten Lotes und der Winkelhalbierenden 
des Winkels DBC, wo BC die auf MB senkrechte Tan- 
gente des Bogens DB ist; denn erstens ist DE einfach die 
Verlängerung der auf D B senkrechten Strecke AD. Zweitens 



ist ^ DBC 



■£- und ^ EBC = -£-, mithin EB die Winkel- 

Der Unterschied zwischen 



JTJ 



halbierende des Winkels DBC. 
dem Bogen BE und der Sehne 
BE ist kleiner als der Unter- 
schied zwischen dem Bogen 
DB und der Sehne DB. Der 
Schnittpunkt F des in E auf 
BE errichteten Lotes und der 
Winkelhalbierenden des Winkels 
EBC ist der Endpunkt des DB 
gleichen Bogens vom Radius 4r, 
und der Unterschied des Bogens 
BF und der Sehne BF ist 
wieder kleiner als für den Bogen 
BE und die Sehne BE. Je 
öfter man die soeben ausein- 
andergesetzte Konstruktion aus- 
führt, um so geringer wird der 
Unterschied zwischen Bogen und 
Sehne, und man kann dann ge- 
wöhnlich schon nach etwa vier- 
bis fünfmaliger Ausführung der Konstruktion statt des zu 
rektifizierenden Bogens die Sehne im Kreise vom Radius 
16 r bezw. 32 r setzen. 




Fig. 286 b. 
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Fig. 236b zeigt die Ausführung der Konstruktion 
für den Halbkreis vom Radius AM=r. Die Strecke 

(180 \° 
) gehörige Sehne im 

Kreise vom Radius 32 r. Der Halbkreis hat die Länge 
Ttr = 3,14159 . . . r, die Sehne B J hat, wie eine leichte 
Rechnung ergiebt, die Länge: 3, 14033... r; der Unterschied 
ist somit 0,00126 . . r s Wäre beispielsweise r = 5 cm ge- 
wesen, so wäre der Unterschied zwischen dem gegebenen 
Halbkreis und der Sehne BJ gleich 0,00630 ... cm geworden. 
Eine andere ebenfalls sehr bequeme Kreisrektifikation 
findet ihren Ausdruck in dem Satze: 

„Der Umfang eines Kreises ist angenähert 
gleich dem dreifachen Durchmesser, ver- 
mehrt um den fünften Teil der Seite des 
eingeschriebenen Quadrats." 

Die Begründung ist folgende: Der Kreisumfang ist 
u = %itr = 6,28318... r, der fünfte Teil der Seite des ein- 
geschriebenen Quadrats ist q = —r V2 = 0,28284 . . . r; 

demnach wird die Summe der Strecke q und des dreifachen 
Durchmessers * = 6,28208 . . . r, so dafs der Unterschied 
u — * = 0,00034 . . . r wird. Für r = 5 cm ist u — $ 
= 0,00171 ... cm. 
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Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfassender und gründlicher Weise ist die 
Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 
„elementar' ist dabei so zu nehmen, dass die höhere Ana- 
lysis und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie 
ausgeschlossen bleiben, während die synthetische neuere 
Geometrie in den Kreis der Betrachtungen hineingezogen 
wird, soweit es die Methoden der darstellenden Geometrie 
erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt ver- 
wendet worden ist, sind streng konstruiert und fast jede ist 
ein Beispiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue 
Stereometrie weit über das übliche Ziel hinaus, giebt neben 
den Lehrsätzen umfangreiches Übungsmaterial, betont die 
Konstruktion und die Berechnung gleichmässig und wird 
somit an Vielseitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl 

von keinem der hervorragenderen Lehrbücher erreicht. 
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— Neue Ausgabe. — 
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